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第 一 章 ”矢量 概念 及 两 种 
基本 运算 


本 章 介绍 和 失 量 的 概念 应 及 矢量 的 加 减法 和 数 乘 天 量 两 种 
基本 运 等 .通过 讨论 可 以 看 到 ,打量 上 既 具 有 了 明显 的 物理 意义 和 
几何 意义 ， 其 运 自 文具 有 典型 的 代数 性 质 。 


8$1.1 估量 的 概念 


我 们 在 物理 学 ,力学 中 所 届 到 的 加 , 一 般 可 分 为 两 类 。 其 
中 的 一 类 ,例如 长 度 ,质量 ,密度 ,能 量 , 时 间 及 温度 等 等 ,它们 
只 有 大 小 ,在 了 到 定单 位 之 后 , 部 可 以 用 一 个 实数 来 表示 。 这 种 
只 有 大 小 的 量 叫做 标量 , 或 者 叫做 数量 。 

标量 可 以 按 普通 的 代数 法 则 进行 数学 运 等。 

另 一 类 , 例如 力 、 位 移 . 速 度 、 加 速度 、 电 场 强度 及 压 场 强 
度 等 等 ; 仅 用 一 个 实数 已 不 能 完全 表示 出 它们 的 特征 ,我 们 知 
别 。 又 如 ， 作用 于 物体 上 同一 点 的 两 个 力 , 如 果 它 们 的 大 小 
相等 ,但 是 方向 不 周 ,那么 作用 的 效果 也 就 不 同 。 因 此 ， 以 上 
这 些 量 在 取 定 单位 之 后 ,除了 用 实数 来 表示 其 大 小 外 ,还 需 用 
一 定 的 方向 才能 表示 其 性 质 。 这 种 既 有 大 小 , 又 有 方向 , 并 且 
遵守 一 定 运算 法 则 的 量 , 叫 微笑 重 , 又 称 向 量 。 实 际 上 , 汞 量 要 
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念 正 是 由 于 证 究 物 坦 学 的 因 要 而 产生 册 来 的 。 
所 量 有 两 简 表 示 方 法 。 几何 表示 法 和 
举 标 表示 法 。 
所 量 的 几何 表示 法 借助 于 带 有 身 头 的 
有 向 线段 。 线 段 的 长 度 接 选 定 的 比例 尺 画 
帮 1-1 出 ;表示 类 量 的 大 小 , 箭 尖 的 指向 表示 类 量 
的 方向 {图 1-1)。 
数量 通常 用 小 写 的 英文 字母 来 记 , 如 a,b,c 等 。 灰 量 的 标 
记分 为 两 种 情况 ,在 书籍 或 文献 中 ,一 般 用 黑 斜 体 字 母 表示 和 天 
量 ， :| 党 Cc 等 ， 平常 在 书写 时 ,多 在 字母 上 面 加 - -个 箭头 号 ， 
如 a 、 8、c 等 有 了 时 也 可 在 代表 笑 景 蝶 点 和 终点 的 两 个 字 
一 -他 “一 一 > ”一 一 人 
母 上 面 加 一 个 箭头 号 表示 ,如 4B、 38C、AC 竺 等 ,在 图 1-1 
中 ,以 4 为 起 点 ,B 为 终 点 的 其 量 可 以 记 作 ,也 可 以 记 
作 AB。 
矢量 的 大 小 叫做 所 基 的 模 。 在 图 形 中 它 就 是 有 内线 良 的 
长 度 ,通常 用 在 代表 矢量 的 字母 两 沉 加 两 竖 杜 来 表示 ,例如 图 
1-1 中 矢量 g 的 模 记 作 le| ,或 148|。 
- ”矢量 的 模 是 标量 。 


二 .矢量 的 种 类 


在 物理 学 和 力学 中 , 矢量 有 三 种 类 型 ， 即 自由 矢量 , 清 移 
矢量 和 固定 矢量 。 

1。 自由 矢量 

这 种 矢量 的 指向 周 定 , 起 点 任意 , 例如, 作用 于 出 体 上 上 的 
力 锡 ,其 矩 ( 称 为 力 偶 矩 ) 为 一 自由 矢量 。 只 要 保持 此 力 侦 矩 不 
变 ( 即 保持 表示 方向 的 箭头 和 表示 模 的 长 度 不 变 )， 可 以 将 旋 
但 矩 矢 任意 移动 ,而 不 会 改变 原 力 但 对 交 体 的 作用 。 这 是 因 
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为 , 力 偶 不 仅 可 以 在 其 凡 身 作用 平面 内 任意 移动 ,而 且 可 以 物 
型 与 泊 作 用 平面 平行 的 任意 平面 上 去 ,此 外 , 作 平 移 运 动 的 网 、 
体 上 的 企 一 点 ， 它 在 某 一 时 间 阅 阳 内 的 位 移 \ 某 一 瞬时 的 回旋 
和 加 速度 ,也 可 作为 自由 矢量 。 

2。 滑 移 多 量 

这 种 矢量 的 指向 固定 ,起 点 可 以 取 定 在 方向 线 上 的 任 沁 
一 点 * 作 用 在 刚体 上 的 力 就 是 滑 移 撩 是 的 一 个 明显 的 例子 。 又 
如 阶 体 绕 定 轴 转 动 时 ,其 关 速度 也 是 滑 移 矢量 。 

3。 国定 矢量 

这 种 矢量 不 仅 指 向 画 定 ,起 点 也 是 同 定 的 ,不 能 随 章 才 
动 。 例 如 , 当 分 析 液 体 的 运动 时 ,作用 在 液体 某 一 质点 的 力 , 它 
的 作用 点 就 取 在 该 质点 所 在 的 点 上 ,这样 的 力 就 是 固定 括 量 。 
上 电荷 在 非 均匀 电场 中 廊 受 到 的 电场 力也 是 问 定 捧 量 。 

滑 移 矢量 和 国定 矢量 都 只 是 站 由 拓 量 的 特殊 形式 。 

今后 不 书 所 提 及 的 矢量 , 除 特别 说 明 外 ,都 是 指 自 由 医 
量 ,站 简称 为 矢量 。 

由 于 欠 量 可 以 取 空 间 任 意 一 点 作为 它 的 起 点 ;可 以 从 宰 
闻 的 一 个 位 置 平行 移动 到 另 一 个 位 置 ,而 其 运算 性 质 不 变 。 托 
此 ,对 于 撩 量 来 说 , 位 置 不 再 有 任何 意义 ,矢量 与 起 点 无 关 。 


三 .矢量 的 相等 
模 角 等 .方向 相同 的 矢量 叫做 相 
话 饼 重 。 
在 图 1-2 中 ,有 有 
‘ww = | 
且 aan7b 


(二 ?号 表示 两 多 三 平行 , 且 指 向 相 局 》” 图 1-2 


六 
a=b 

据 上 述 矢 量 相 等 的 定 忱 可 知 , 任 何 一 个 闫 量 经 过 平行 移 
动 后 , 仍 汶 一 个 与 原 关 时 相等 的 所 量 ,事实 上 ,平移 一 个 和 拓 量 ， 
它 的 大 小 ,方向 都 设 有 改变 。 因 此 ,两 个 天 量 经 过 平行 移动 后 ， 
如 内 能 够 重合 ,那么 它们 就 是 相等 的 。 

大 量 之 间 的 不 等 式 关 系 是 不 成 立 的 。 也 就 是 说 ,对 于 a,6 
两 个 所 量 , 不 存在 9# 交 旭 或 9 过 5 的 关系 。 担 是 ， 对 于 它们 的 六 
来 说 ,有 不 等 式 

， 可 ,> 下 或 四 之 全 

威 立 。 这 是 因为 ,大 小 的 概念 只 能 应 用 于 数量 上 ,而 矢量 的 寞 
是 数量 ,所 以 能 证 用 不 等 式 。 

显然 ;着 4 = 五,， 则 必 有 JI 四 = | 本 3 反之, 若 轩 = 四 ,我 
们 绝 不 能 由 此 推出 g = 二。 由 亚 可 抑 , 模 相等 只 是 矢量 相 等 的 
必要 条 件 , 而 不 是 充分 条 件 。 


芽 、 等 矢量 , 洲 矢 最 及 单位 矢量 


( 1 》 寞 为 零 的 矢量 电 做 堆 矢 量 。 记 作 0 或 用 黑体 的 数 0 
表示 ,有 ij =0。 从 几何 上 看, 零 所 量 的 起 汰 与 终点 重合 , 即 代 
表 矢 量 的 有 向 线段 的 长 度 等 于 零 . 等 舌 量 的 方向 不 定 ,或 者 说 
方向 是 任意 的 。 并 且 规 定 ,一 切 零 矢 亚都 相等 。 


(2 ) 模 相等 、 方 向 相反 的 两 个 矢量 ， 
a 中 做 互 为 逆 大 基 。 
7 在 图 1-3 中 ,有 
ly al = | 
之 用 


aArb ("AL 导 表 示 两 矢量 
图 1-3 ” 平行 ,但 指向 相反 》 


则 
a=— _,. 
， 、 任 一 矢量 的 道 关 量 记 作 ,矢量 A458 的 逆 矢 野 就 是 
BA4s 芭 AB=BA。 可 匈 , 只 楼 将 一 矢量 的 起 点 和 终点 的 位 
置 对 撞 , 就 可 得 到 它 的 逆 失 量 。 由 牛顿 第 三 运动 定律 所 措 出 的 
两 物体 间 的 作用 力 与 反 作 由 力 ,就 是 一 对 互 北 天 量 。 
《3 ) 任何 号 为 1 的 矢量 叫做 单位 矢量 ,与 失重 具有 隔 

一 方向 的 单位 舌 量 叫 做 矢 基 的 单位 矢量 ,并 记 作 we?"。 两 个 单 
位 矢量 仅 在 方向 一 致 时 才 相 等 。 由 此 可 邢 , 单 位 天 量 的 转 征 或 
是 方向 ,一 个 单位 矢量 确定 一 个 方向 ; 反 过 来 说 ,在 任 盯 一 个 
”方向 上 也 确定 一 个 单位 矢量 。 因 此 ,我 们 可 以 用 不 同 的 韶 位 关 
量 来 表示 空间 不 同 的 方向 。 


五 . 共 线 矢量 和 共 面 矢量 


(1) 平行 于 同一 直线 的 矢量 叫做 共 线 天 最 。 它 们 的 揪 商 
可 以 入 局 ;也 可 以 相 及 。 

在 图 1-4 中 ,两 矢量 好 和 志平 行 于 同一 直线 六 由 于 我 们 所 
讨论 的 是 自由 矢量 , 故 可 北 重 ， 8 的 起 点 放 在 ! 上 的 同一 位 置 ， | 
OO 气 , 夭 么 它们 都 落 在 同一 直 
线 !| 上 ,因而 矢量 加 和 和 拓 量 再 共 
线 。 这 样 , 我 们 总 能 用 在 直线 
1 上 上 的 闫 量 , 来 分 别 表示 这 些 
妃 知 的 互相 平行 的 舌 量 。 所 
以， 共 线 闫 量 也 可 以 理解 为 
在 间 一 直线 上 的 并 晤 。 

(2) 平行 于 同一 平面 的 关 量 叫 杉 共 面 舌 量 。 

在 图 1-5 中 ,一 组 估量 人 .和 .ee 间 时 平行 于 同一 平面 六 。 我 们 
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.上 坟 疾 刘 上 的 和 
站 一 点 ,站 D 点 ,于 是 它们 者 落 访 
必 一 平 而 YY 上 , 因 穆 .六 ce 三 个 
量 共 面 。 坚 然 ,我 们 总 能 用 在 六 
平面 上 的 矢量 ， 来 分 草 表示 一 组 
已 知 的 矢 晤 。 因 此 , 共 而 矢量 也 可 
和 以 理解 为 在 问 一 平面 内 的 矢 时 。 

(3).- 方 亢 想 同 或 相反 的 矢量 叫做 平行 矢 最。 贡生 首 汶 
平行 矢量; 则 记 作 ww/ 6。 

共 钱 儿 是 既然 平行 于 某 一 直线 , 因而 也 一 定 平行 于 某 -- 
平面 ,于 是 可 以 断定 ; 共 线 的 笑 量 必定 共 面 ,但 反 过 来 并 不 成 
立 ;这 是 因为 ,平行 于 同一 平面 的 矢量 ,并 不 一 定 平行 于 某 一 
直线 。 

对 于 两 个 不 共 线 的 矢量 ,例如 如 条 右 , 可 将 它们 的 起 点 禾 

于 周一 点 口 ， 那 么 它们 必定 分 别 

一 、 一 一 应 于 两 条 相交 于 O 点 的 直线 ! 和 m 
、\ 并 

上 。 已 知 两 相交 直线 决定 一 个 平 

面 , 所 以 gs 和 六 必定 位 于 由 ! 和 mm 所 

确定 的 平面 N 上 (图 1-6)。 由 此 可 

以 断定 。 两 个 不 共 线 的 矢量 必定 

共 面 。 

由 于 零 矢 量 的 方 向 是 任 章 
的 ， 因 而 总 可 以 把 它 看 成 与 任何 
矢量 平行 ,也 就 是 说 ， 地 矢 量 与 性 
何 疼 量 共 线 。 - 

鲍 1.1 设 ABCD-EFGH 
为 一 平行 六 面体 (图 1-7)。 在 


BC CD DA EFFEREA 和 SS 天 量 中 ， 试 找 出 : (1 )》 
相等 矢量 ;《 2 ) 互 授 矢 量 ;( 3 ) 共 线 矢量 1( 4 ) 共 面 矢量 。 
解 《1) 相 等 矢量 ， CD FRE, 


一 二 一 一 地 一 一 so et 


(2 ) 互 道 捧 量 , A488 与 CD; 4BSFEBCSDA: BF 


是 


1。 指 出 下 询 各 物理 量 中 哪些 是 标 景 , 万 此 是 矢 最 《1) 
功 , (2 ) 质 量 ,( 3 ) 动 量 ,( 4 ) 电 磁力 ,( 5 ) 距离 , (6 ) 动 能 ， 
(7 ) 重 量 ,( 8 ) 速 率 ,( 9 ) 位 移 , (10) 磋 感应 强度 。 

2， 在 一 个 平行 四 边 形 的 边 上 ， 可 以 作 吨 些 相 等 矢量 ? 烛 
果 在 一 个 正 五 边 形 或 等 边 三 角形 上 呢 ? 

3。 下 面 这 些 式 子 , 哪 个 是 合理 的 ?哪个 是 不 合理 的 ,为 什 
公 ? 

1) la = I-e, 

(2 a+r lg =c+ dl. 

(3) Be = dl; 则 w+ lel> lB + dN, 

(4) a=b, er Hl :Wat ic! 人 > 和 + ld 。 

上 和 在 一 个 空 册 平行 闪 耐 体 寺 ,可 以 作出 几 组 共 线 矢量 ? 
几 织 站 面 和 所 晤 ? 

5。 如 果 把 空间 的 所 有 单位 矢量 的 起 点 放 在 同一 点 ,它们 
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的 终点 将 构成 什么 图 形 ? 如 果 把 一 个 平面 上 所 有 单 世 和 拓 量 的 
起 点 放 在 周一 点 ,它们 的 终点 又 构成 什么 图 形 ? 

6。 设 有 .586.6 三 个 捧 量 ,已 咎 ,86 共 线 , 噩 ,€ 也 共 线 ， 四 
各 有 有 'C 是 否 装 线 ? > 

7。 已 知 矢 贡 .4 忆 与 5 共 线 。 辣 在 什么 条 全 下 闫 基 AC 
与 8D 也 共 线 ? 

8， 已 知 矢量 .68,c 共 面 , 拓 量 c,d 、e 也 共 耐 。 问 拓 量 a， 
ed 

六 边 形 4BCDEF, 设 边 长 为 5， 又 .Be BCCD 

二 最 对 的 单位 矢量 分 别 为 8, 和 PB, 试 以 ,和 2,P 表示 


AB BCCD. DE ,EF REA 
31.2 天 量 加 减法 


一 、 两 个 闫 音 的 和 
设 已 知 矢 量 af 古 , 以 任意 给 
定 的 一 点 O 为 起 点 ， 作 避 4 一 要 六 
了 = 年 。 再 MD4.OB 为 邻 边 作 
平行 四 边 形 O4CB, 那 么 ,对 角 线 
矢量 OC = ¢, 就 叫做 括 量 与 5 的 
和 (图 1-8)。 记 作 
+ = 
由 矢量 qi 6 求 4+ 史 的 运算 叫做 
-天 是 加 法 ,而 这 种 求 两 和 疼 量 和 的 
作 图 法 , 叫做 平行 四 边 形 法 则 。 
关于 矢量 求 和 问题 ,在 上 述 乎 行 止 边 形 法 则 的 基础 上 ,还 
8 


本 


可 得 出 另 一 个 较 简便 的 车 则 ,事实 上 ,从 图 1-8 可 得 
b=0B= .AC 
转 此 奉 
ey Oar AC 
可 殉 ; 求 两 矢量 we、 的 和 时 ， 只 
要 将 如 平行 移动 , 使 8 的 起 点 与 
多 的 终点 重合 。 这 样 ,从 @ 的 起 
点 到 多 的 终点 的 笑 量 OC = 6， 
就 叫做 三 与 的 和 (图 1-9), 记 作 
+h=c 

这 种 求 矢 量 之 和 的 作 图 法 ,叫做 三 角形 法 则 。 

平行 四 边 形 法 由 与 三 角形 法 划 是 锋 闻 的 ， 从 任意 有 限 个 
闫 蜡 求 和 即 可 看 出 ,例如 ;已 知 矢 
基 q ,bc, 吕 ， 要 求 这 四 个 饼 量 的 
和 。 为 此 ， 只 项 福 继 作 山 刀 . 二 .C、 
可 ， 使 前 一 矢量 的 终点 成 为 后 一 
矢量 的 起 点 ,那么 ,从 第 一 个 关 旦 
如 的 起 点 引 到 最 后 那个 和 拓 量 Q 终 
点 的 矢量 ， 即 用 以 针 闭 住 这 条 折 
线 OABCD 的 所 量 OD, 就 是 四 个 
矢量 的 和 (图 1-10)。 


图 1~9 


+ tec-d=at+etd 
—— 
-OH+t+etd 
— + 一 -一 多 
-OB+ BC) tCh -OCD 


一 一 
= OD 
~ 
TP 央 廊 OD, 于 是 
r=t +e+d 


在 图 1-10 中 ,中 站 本 做 由 矢量 DO4 4 下 .5C.C 万 所 构成 的 
折线 OA45CDD 的 封闭 矢量 ， 由 此 可 知 , 要 作 某 些 关 量 的 和 ,只 
要 作出 这 些 矢量 所 构成 的 折线 的 封闭 矢量 就 可 以 了 。 这 种 作 
图 法 是 做 多 边 形 法 则 .显然 ,所 =0 即 是 各 秋 重 之 和 为 零 撩 重 。 
反 过 来 说 ,如 东 久 = 昌 那么 折线 一 定 自 形 封闭, 物理 学 中 讨论 
盏 面 入 交 力 系 时 ， 就 是 要 设 续 求 出 各 个 为 的 合力 ,以 兰 定 该 力 
系 是 否 平 产 。 

上 述 矢 量 加 法 法 则 ， 还 可 推广 到 空间 三 个 不 共 面 矢量 相 
艇 的 情况 中 去 。 
RR 设 @,6.c 为 三 个 不 共 面 矢量 ， 
以 它们 为 楼 构成 平行 六 面体 ， 则 从 
公共 起 点 口 所 引 的 对 角 线 矢 量 F， 就 
是 这 三 个 矢量 的 和 (图 1 “11)。 实际 
_ 上 ， 
《 OA+OP+ OC= (007 (O04+ + OB) + 0 + OC 


-DPTDC- ' 
图 1-it 到 
加 二 时 十 砷 十 才 
这 种 对 空间 三 个 不 共 面 所 重 求 和 的 方法 ， 一般 叫做 平行 
六 面体 法 则 。 


前 面谈 汉 , 矢 重 除了 具有 大 小 和 方向 外 ,还 须 遵 守 一 定 的 
运算 规则 ,这 就 是 平行 四 边 形 法 则 ,这 是 从 实践 总 结 出 来 的 结 
论 。 现 在 ,我 们 可 以 对 矢量 作出 较 严 格 的 定 尺 ， 

矢量 是 具有 一 定 的 大 小 和 方向 ， 并 遵从 平行 四 边 形 加 法 
法 则 的 量 。 

例 1.2 车 四 边 形 的 对 角 线 互 福 平 分 证 明 它 是 平行 下边 ， 
形 。 
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证 设 四 这 形 ABCD， 上 是 
对 角 线 的 交 占 (图 1-12)。 册 已 爷 
条 件 * 有 
一 -一 一 一 > 一 一 一 
AF=EC, ED= BE 
现 式 相 加 
4 有 -BE 
所 矢量 如 法 的 平行 四 边 形 法 则 ,得 
。 一 一 一 
AD= BC 


图 1-12 


天 
| 好 一 | 一 闻 一 人 
AP i BO, A 7 Be 
由 此 可 见 ，, 4D 与 3C 相 等 而 县 平行 ， 所 以 四 边 形 ABC DD 是 平 
行 四 边 形 。 
鲍 1,5 设 训 为 三 角形 4BC 中 任意 一 点 ,了 区 .分 别 为 
备 边 的 中 点 (图 1-13)。 斌 证明; 采用, 订 B 和 MC 的 全 力 敌 于 
采访 ,ME 和 用 启 的 合力 。 
证 ” 据 括 量 加 读 证 财 ， 


一 一 -> -一 和 
MA+ MB+ MC= MEF+ 1CA+ D4 14 4B 
一 和 


] ,一 六 pA > 
= D+ ME+ YF+ CAD+ HCO+CA) 


又 国 
+CA4=0 (二 角形 4BC 是 封 财 的 } 
六 以 
一 全 一 他” 一 全 > > 
MA MB+ MC MD : ME tL ME 


二、 矢量 加 法 的 性 所 


fi。 类 最 加 法 满足 交换 律 
性 十 站 = 下 + 全 
证 以 矢量 a、8 为 他 边 , 作 平 行 四 边 形 OAC Bt 图 1- -14)。 
据 三 角形 法 则 ,有 


/i a+b=04+08 


图 1-~14 


d+o=6+a 

这 表明 , 各 和 撩 最 位 置 的 交 搞 并 不 影响 求 和 的 铺 捍 换 色 话 
、 说 ,矢量 求 和 的 结果 与 各 矢量 的 先后 顺序 无 关中 。 

必须 指出 ,并非 一 切 有 大 小 和 方向 的 量 都 是 矢量 。 例 如 # 


地 车 a 炸 为 共 线 矢量 。 则 4+bb+a 基 然 与 ab 共 线 ， 用 作 图 法 同样 可 以 工时 
以 上 畏 论战 并 。 
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几 体 绕 空间 固定 畏 作 有 限 转动 ,其 转动 的 量 始 有 大 小 ( 转 鱼 或 
角 位 移 ), 又 有 方向 (转动 的 方向 )， 可 以 用 具有 大 小 和 方向 的 
线段 表示。 然而 , 对 于 两 个 相继 的 有 限 转动 ， 它 的 两 个 角 位 移 
却 不 能 按照 矢量 加 法 法 则 进行 求 和 。 对 于 这 个 问题 ,可 以 用 出 
-体例 如 一 本 书 绕 着 两 重 直 办 的 有 限 转 动 巴 以 说 明 (图 1- 
15)。 容 易 看 出 ,在 两 种 不 同 的 转动 方式 下 合成 的 结果 不 同 。 
明 然 ,这 种 合成 结果 和 相 加 的 磊 序 有 关 , 因而 加 法 交换 律 不 再 


夸 岳 冉 
Lt : 


《a) 书 在 起 舱位 置 《7 线 籼 工 转 所 "后 的 位 置 [ce} 青 纲 轴 2 特 押 "后 的 位 置 


(4d) 蔬 在 起 给 位 置 (e) 境 志 2 转 90" 后 的 位 置 〈f) 再 绕 抽 1 转 90* 后 的 位 置 
题 1-15 
成 立 , 也 就 是 说 ,这 种 有 限 的 转动 不 遵从 矢量 吉 法 的 平行 四 边 
形 法 则 。 因 此 ,有 限 的 期 位移 不 是 矢量 。 
实践 表明 ,只 有 在 转角 极 小 的 铺 癌 下 , 相 如 的 顺序 才 不 影 
哆 最 后 结果 ,所 以 极 小 的 角 位 欧 可 以 看 作 矢 量 。 
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显然 ， 角速度 和 角 加 如 中 节 沁 认 盘 ， 
2。 矢量 加 法 满足 结 侣 律 
‘(a+b+re=arib+e 
证 设 @, 驯 .c 三 个 关 量 ， EL 
{一 点 侣 为 起 卢 , 作品 有 4 = 再 作 
—% 一 -一直 一 
4 =, BC =e, 这 接 DOC 图 1- 
fF3 16)。 由 矢量 加 法 的 三 角形 法 则 ， 
硝 
一 一 一 一 一 宁 
4 (gtB)re= (OA+ AB+ BC 
- 08+ BC=OC - 
国 1-16 at (b+te)=O4+(AB+ BC) . 


一 一 一 一 


= 门卫 + AC = OC 


所 以 


(a+ Bie= gt (Bte) ， 
册 此 可 见 , 矢量 求 和 的 结果 与 名 矢量 的 结 合 膝 上 序 无 关 D。 
此 外 ， 不 难 证 明 , 对 于 任 一 矢量 gg， 必 有 
+ (= 
T=0+ 相 = 本 
期 一 对 互 道 矢量 之 和 为 零 失 量 ; 任 一 矢量 加 零 失 量 语 ,其 结果 
不 变 。 
重 1.4 证 明 三 个 不 共 线 天 量 g 百 .e 和 构成 二 个 三 角形 的 
充 要 条 件 是 z 
. + +c=0 
证 ”必要 性 ,着 a .56， c 构 成 一 个 三 角形 ,那么 三 矢量 所 国 
成 的 折线 必定 是 髓 形 封 闲 的 ,所 以 上 式 成 立 。 
“加 车 ab,e 一 矢 重 共 右 ， 用 作 响 号 网 套 可 以 证 本 以 上 续 论 成 立 ，， 
1 


一 一 一 一 


充分 性 。 若 该 式 成 立 , 几 全 + 年 +e 强 -一 圭 半 折线, 由 于 已 
设 三 拓 量 不 共 钱 ,因此 , 梅 成 的 者 闭 折 线 必 为 一 个 荆 角 形 。 

例 1.5 变 4L.BM、CN 是 三 角形 48C 的 三 条 中 线 (图 

> > 一 一 少 

1-17), 证 明 AL+ BM+tCN = 0。 

证 ”我们 知道 ， 和 三 矢量 之 
和 为 零 矢 量 ， 则 必定 是 圣 闭 的 三 
角形 。 故 应 设法 作 一 个 三 角形 ， 使 
其 三 边 分 别 等于 A、 了 NIC 启 ， 
为 此 ,过 CC 点 作 线 段 CD, 使 CDAL 
构成 平行 上 边 形 ,这 祥 ,ABLD 和 
NBMD 显 热 也 是 平行 四 边 形 , 于 
是 有 


Ell-17 


-—% -» > > 
AL= DC, BH = ND 
所 以 
一 一 下 + 
: AL+rDBM+CN=DC+rND+ICN 
=D 


三 、 笑 量 的 减法 


1， 已 知 两 天 景 g 和 8, 若 帮 一 泵 量 c 使 得 B+ c= a 或 立 ， 
则 利 :e 与 和 之 差 , 记 作 
c= 
由 @ ,86 求 @ 2 运算 台 履 天 显 减 法 。 

由 于 得 到 求 两 矢 基 之 差 的 作 
图 法 (图 1-18)。 从 公共 起 点 品 作 
天 量 部 必 而 ， 则 从 百 的 终点 引 到 各 
的 终点 的 秋 量 就 是 本 一 为 , 这 种 求 
拓 量 之 差 的 方法 ， 叫 做 矢量 减法 
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的 三 角形 法 则 。 
2。 对 于 任意 两 拓 时 人 @ 和 再, 等 式 
-b=at+(t—6) 
恒 成 立 , 其 中 一 囊 是 5 的 逆 矢 量 。 由 此 可 知 , 茵 量 减法 是 矢量 加 
法 的 道 运 算 。 从 而 得 到 和 天 量 的 减法 法 则 ; 减 去 一 个 天 量 等 于 加 
上 该 关 量 的 道 矢 量 。 
由 此 ， 我 们 得 到 求 两 矢量 之 差 


AAA 1 的 另 一 作 图 法 {图 1-19); Pig 名 的 
5/ 递 和 量 -5 为 邻 边 作 平行 四 边 形 ， 
人 则 从 公共 起 点 03 引 出 的 对 角 线 天 量 
-bb 0 bb -就 是 
图 1-19 


这 个 六 法 叫做 矢量 减法 的 平行 四 边 形 法 则 。 
贞 以 上 的 讨论 可 知 ， 者 以 两 、 
rm 舌 量 g 太 5 为 邻 边 , 作 平行 四 边 形 
OACHBL 图 1-20)。 则 在 它 的 两 繁 
一 一 起 
对 角 线 中 -一 条 (OC) 代 类 两 矢量 
之 和 (+ 书 ): 另 一 条 (了 4) 代表 
两 和 拓 量 之 差 (@-)。 
3。 根据 矢量 的 加 法 和 碱 法 
法 则 以 及 三 角 学 知识 ,可 得 以 下 的 结论 ， z 
两 矢量 之 和 的 模 小 于 让 等 于 两 天 量 的 模 之 和 } 两 疼 量 之 
差 的 模 大 于 或 等 于 两 关 量 的 模 之 闫 ,用 公式 表示 为 
lat+Bl<ial+t+lb| OO 
la-8|> lo| -| 0 加 
证 若 g.6 中 至 少 有 一 个 为 零 天 量 ， 那么 式 四 和 式 回 显 
热 成 立 ( 取 等 号 )。. . 
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图 1-20 


设 @，、B 都 是 非 零 矢量 (图 1 4 6 


21)。 据 矢量 的 加 法 和 减法 法 则 ， a 3 
.6 机 (a+) 组 成 三 角形 QAB， 0 Ci 

.5 和 (eg 一 十 } 组 成 细 一 个 二 角形 人 

O4C。 由 三 角 学 可 知 ,三 角形 任 w 

何 两 边 的 长 度 之 和 不 小 于 第 三 4 

边 ， 任何 两 边 长 度 之 差 不 大 于 第 0 6 “ 
三 边 。 因 此 , 式 候 和 式 加 了 立 。 它 


们 叫做 笑 量 的 二 角形 不 等 式 。 、 

例 1.6 正六 边 形 4B8CDEF( 图 1-22), 设 4B=@,BC = 

~ 

6。 斌 出 g, 点 示 拓 量 CD、DE、EF,FA,AC,ADRAE, 
解 ” 据 矢量 的 加 法 及 威 法 运算 法 则 ,有 


一 -一 一 > > c 硬 如 
AC= AB+ BC=a+B 

EE ge 一 一 

CD= BC- AB=b-a 可 
一 一- 一 一 > 一 一 人 

DE=CD- BC=-AB=—-a DD 4 
一 一 -人 子 一 一 汪 

AD= 4CHTC = 

AF=AD+DE=?2b-a 

一 一 > 一 > 一 > 一 一 


EF=DE-CD=- BC=-6b 五 下 
一 一 > 一 -六 一 一 > 
FA=FF-DE=a-b 加 1-22 


例 1,7 平行 四 边 形 OACB 
一 一 一 一 
《名 1-23) ,其 HO A= ,0 = 6b, 


若 BM = sBD, DN = 3DC。 


一 一 
求 所 重 MN，。 
六 i 0 
艇 MN= MD+DN ,由 本 
DD 是 两 对 角 线 的 交点 ， 则 有 


一 一 -> 
末 谎 =- (Ge B+- a+ b) 


可 是 


1。 作 图 瞪 证 a + (B+rcytd=(aribytetd=(ar 


6) + e+ 归 )。 
2，、 商 矢量 宪 和 已 节 相 垂 站 ,| 1= 5,|1 |= 12。 作 必 量 + 


5 下 一 吾 的 图 形 , 并 计算 他 二 到 和 爷 一 下 。 
3。 冶 定 两 个 非 零 矢量 wg 和, 作 图 表示 以 下 和 名 矢量 ， 


Cli)atb (C290-b (3)6-a; 
(4)-a-b; (5) 1a+b)s (6)-16 
*。 设 AO 是 三 角形 ABC 的 中 线 , 证 明 
AO=2( AB+ Ac), 
5。 设 4BC 品 为 一 梯形 ， p， 在 榜 形 的 平面 外 任职 一 点 0 入 
OA=a;0 =5,0C= 6,0D= qd . 试 以 矢量 a.b ,c,d 来 示 梯 
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形 和 名 边 及 二 对 角 线 。 

6。 若 要 天 量 g+ 素平 分 两 矢量 g、 忻 间 的 夹 角 (假定 三 个 
尖 基 有 公共 起 点 , 自 q 不 平行 ), 问 @ 和 如 有 怎 举 的 特点 ? 

7 。 中 个 非 等 先 富 q 积 可 必须 淇 昨 什么 几何 性 帮 ， 以 下 各 
式 才 能 成 位? 

(1) gro = a-B: {2) 他 + 可 = a +| 8; 

C3) w+ro= oe - Bl; (4) Ila-B= o + bs 

(5) wtbi> ew-6; (6) let+rt < la- 

8 。 平行 六 面体 0ADB- CEFG, 


OA-a,0F= b, OC= C= C。 试 将 各 对 
角 线 OF cp ,AG, 8B 当 示 成 、 b, 
Cc 的 式 子 。 

8。 设 平行 四 边 形 4BCD 的 对 角 
线 4 和 已 电 相 交 于 五 。 证 明 : 对 于 任 


y 一 > ”yy 一 一 
一 点 P, 必 有 PA+PB+PC+PD= 4 PE, 


10。 证 明 从 圆心 高 圆 内 接 正 三 角形 的 顶点 扎 引 二 矢量 
之 和 为 零 天 量 。 
11。 试 田 作 图 法 证 明 ， 
(1) (gt+b}+ a- 6B) = 0,; 
(2) (oat+B)-(a-b)=268, 
绳子 与 馈 直 方向 成 46" 角 ， 略 元 绳子 的 重量 , 试 计 算 丰 的 大 小 
+ 
。 试 用 矢量 方法 证 明 。 顺 次 连接 任 一 四 边 形 各 边 的 中 
a 的 四 边 形 震 平行 四 边 形 。 
。 衣 水 审 的 船 速 为 10 x 105 米 /小 时 。( 1 ) 如 果 繁 可 沪 
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一 河 ,已 知 水 速 为 Ex 103 米 /小 时 ， 问 船 行 束 骸 方 向 和 速 襟 的 
大 小 应 如 和 何 ?《 2 ) 如 果 船 垂直 于 水 流 方向 行驶 ， 问 船 前 进 的 
路 线 和 速度 又 刻 何 ? 
。 试 用 矢量 方法 证 明 三 角形 的 中 位 线 定理 。 
16。 证 明 梯 形 的 中 线 平行 于 底 边 ， 旦 等 于 两 赢 之 和 的 一 
半 。 
三 角形 48C 的 重心 为 P， 设 0 为 任意 一 点 , 且 OA4= 
a, OF= 6,0C =co 求 OP。 
18。 在 矢量 口 4=@@ 和 QB = 上 作 梯形 OACB, 其 中 3C 


1 O04,BC = 了 O04, 又 了 M 和 NN 分 别 是 梯形 上 庆 BC 和 下 冶 04 


. 一 re 
的 中 点 ,试用 ww. 表示 AC .BON 和 MN。 

19。 在 三 角形 48C 的 三 边 4B8、BC 和 CA 上， 分 别 向 外 
作 平 行 四 边 形 4BDE,8CFG 和 CAHK .证明 , 三 入 量 DG 
一 一 > 一 一 
HE 2 

,一 人 以 15 公 里 /小 时 的 速度 朝 南 行走 ; 观察 到 风向 来 

和正 丙 ， 他 把 行走 训 度 增加 到 25 公 里 /小 时 ,观察 到 风 交 来 
西南 , 求 风向 和 风速 。 


$1.3 数 习 天 量 
一 \ 数 与 矢量 的 积 


or 


任 一 实数 与 笑 量 四 相 莱 , 其 积 是 一 

ie (>0， 人 灰 量 , 记 作 hw。 它 的 模 |al = 1X\| jel ， 
它 的 方 访 是 这 样 的 ， 当 和 >0 时 与 8 的 方 

4 (<0) 疝 相 同 ， 久之 0 时 与 如 的 方向 相反 ( 阁 1- 
图 1-34 24)。 这 种 由 入 种 Q 得 到 和 Gg 的 运算 ; 叫 司 
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数 与 矢量 的 滁 法 ,简称 数 溢 矢量 。 显 然 , 矢量 /如 局 如是 平行 侨 
波 , 它 们 是 共 线 的 。 

在 特殊 请 癌 下 ,， 例如, 车 入 =0; 则 莱 积 愚 学 天 苗 ; 若 
=-1, 则 得 到 原 矢 量 的 逆 秋 量 。 

由 以 上 讨论 可 知 , 任 一 矢量 与 实数 相 乘 后 ,所 得 的 新 估量 
仍 与 原 捧 量 共 线 , 与 此 相反 的 一 个 问题 是 , 如 果 两 个 矢量 共 
线 , 我 们 是 天 能 将 其 中 革 一 天 晤 写成 另 一 矢量 与 一 实数 的 彝 
积 ?对 于 这 个 问题 ,下 面 的 定理 和 抒 出 了 肯定 回答 

定理 ] .1 车 gq 和 5 是 比 线 拓 量 ,是 加 0，, 则 必 存 在 唯一 
的 字数 ,使 

| 

证 消 六 是 零 矢 量 , 则 | 百 |=0， 由 | 百 1=| | 四 ， 存 
0=| 入 | a |, 因为 | a | 下 0, 寺 是 实数 A 必 为 零 。 以 下 考虑 5 为 非 
等 夭 量 。 


实数 X= + [9 这 时 有 两 种 情况 ; 
C1) 如 果 如 1.q 间 向 , 则 取 正 号 ,入 = T- ,此 时 多 与 


和 可 的 方 商 相同 (0， 模 也 祖 等 .事实 上 ,有 


PAUL SAE 


(2 ) 如 果 '.a 反 向 , 则 取 负 号 ,A= | 名 1。 此 时 6 


也 与 Ag 同 向 信 <<0), 模 亦 相 等 。 即 上 式 同样 成 立 。 因 此, 由 以 
上 的 讨论 可 得 

b=A0 
由 于 两 已 知 矢 量 的 模 的 比值 是 唯一 确定 的 , 所 以 ， 实数 和 是 唯 
=- 一 的 。 
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根据 以 上 的 定理 及 数 屎 泉 呈 所 外 ， 可 忆 得 到 下 面 的 重 鼠 
推论 。 

推论 1 .两 个 矢量 共 线 的 充 要 条 件 是 其 中 一 矢量 等 于 另 
一 矢量 狐 一 实数 。 

推论 2 任 一 非 零 所 量 g, 等 于 它 的 六 与 一 个 和 它 同 向 的 
单位 矢量 之 积 , 即 ， 

=| 

该 式 是 秋 量 的 解析 表示 ， 在 矢量 运算 
中 有 着 广泛 的 应 用 。 它 表明 , 任 一 非 堆 矢量 
晤 可 以 分 为 两 部 分 ,其 中 | 5 | 是 矢量 兰 的 模 ， 
表示 Gg 的 大 小 ;@' 是 单位 矢量 ， 表 示 @ 的 方 
图 1-25 向 (图 1--25)。 将 上 式 改 写 为 


”0 a 1 


+ 
-人 ! 1 ， 
[在 | ig 

中 0 


该 式 表 明 , 单位 矢量 "等 于 矢量 与 其 模 | &@ | 的 商 , 威 者 矢 于 
弛 与 其 模 | ;| 的 倒数 之 积 。 
单位 矢量 用 来 确定 空间 的 方向 。 _ 
C 例 1.8 鞭 形 O4CB， 对 角 线 的 交点 
一 一 一 -地 
为 局 ( 辐 1.26); 设 OO.4=g,08 =5, 求 OD， 
解 ” 芋 形 是 四 边 竺 长 的 平行 四 边 形 ， 
因为 D 是 对 角 线 的 交点 , 则 有 


到 “ 


一 人 了 1 一 1 ， 
QU 刀 = 证 OC = 斑 ‘gr By 


， 图 1-26 


_ 例 1.8 设 W 为 线段 4B 所 在 直线 上 的 一 点 ; 又 4 履 = 
入 MB (实数 入 由 -1)。 证 明 对 于 和 一 点 口 ,有 


2 


> OA+OP 
二 
OM = 1 十 外 
证 ”如 图 1-27 所 示 :7 
AMW= OH- O04 4 
.yy yy -了 
MB-=-0OB-OM 
由 已 知 条 件 ， 他 
一 一 一 一 
AM=AN DD, 由 上 
—y -一 


DM- OF= NAOB -~OM) 图 1-27 
所 以 
+» 
DW = 0A+ hOB 
] 十 六 
二 、 数 梁 疼 量 的 性 质 
设 齐 . 瑟 为 天 量 ，*4 为 实数 。 
1。 淇 中 结合 和 
| Mia =r CA) = N 4 {1-1) 
2。 满足 对 十 数 和 的 分 配 律 
(M+ i {1-2) 
3。 话 足 对 于 基 量 的 分 配 律 ” 
Aa+b)=ia+ib . {1-3) 


对 于 这 三 条 人 性质 ,只 要 证 了 明 各 等 式 两 边 天 量 的 模 相 等 , 方 
府 丰 同 即 可 .因此 ,根据 以 上 的 讨论 可 知 , 式 (1-1) 显 然 成 立 。 
证 (1-2) 洲 % 中 更 少 有 一 个 是 零 ， 或 本 一 0 时， 式 (2) 显 
然 成 立 。 现 设 区 益 0， 于 是 按照 A 的 正 负 ， 六 有 四 各 可 能 的 情 
形 。 我 们 只 考虑 X>0.>0 这 各 情形。 
式 代 -2 两 边 天 最 的 模 分 别 是 ; 
] OAT]=| r= Atla plel 
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一 | alrini| ol; 
laraa|=| Nalt ia (=I |aitinxl el 

所 以 它们 的 各 相等 。 

另 一 方面 ， 以 + 站 三 .和 生生 这 三 个 矢量 显然 都 与 矢量 
w# 夫 线 ,因而 它们 的 方向 相同 ,所 以 式 (1-2) 成 立 。 

考虑 到 各 天 重 都 与 猎 挫 线 这 一 事实 ， 故 可 利用 作 图 法 ,对 
共 他 几 种 情形 进行 美 似 的 讨论 。 

证 (1-8) 若 和 =0, 或 \=1, 或 者 4 和 5 至 少 有 一 个 是 零 笑 
量 ,那么 式 (1-3) 显 然 成 立 ,。 现 设 入 闫 和, 和 二 1 并 且 巡 起 0 硬 中 0 


”这 时 可 以 按 g 和 5 是 否 共 线 , 分 为 两 种 情况 来 讨论 。 


Ci) 车 g 和 如 共 线 , 则 由 定理 1,1; 有 8 =p; 于 是 得 出 
Aa+B) = 入 (全 +PEE) = A 1 +H)G] 
宇 入 各 十 人 i 二 A 二 入 攻 
(ii》 若 和 名 不 共 线 , 这 种 情况 可 用 平行 四 过 形 法 则 来 证 
明 。 为 此 , 取 公共 起 点 ， 以 @. 忆 为 邻 边 作 平 行 四边 形 , 则 从 起 
点 引出 的 对 角 线 笑 量 就 是 q+ 允 ( 图 1-28)。 如 果 和 之 0, 则 当 以 和 


fa) A>0 cb) 40 
图 1-28 


乖 各 失 量 @,5 及 @+ 避 后 , 就 得 到 一 个 与 原平 行 四 边 形 相 和 所 的 
平行 园 边 形 , 并且 和 Cg + 如 ) 就 是 以 和 可 和 5 为 分 边 的 平行 四 边 
形 的 对 角 线 矢量 ( 略 中 (a))。 如 果 X<0, 这 时 只 是 各 舌 量 变 为 
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相反 的 方向 ;而 得 到 的 仍 是 相似 的 平行 四 边 形 ( 图 中 (b)), 于 
是 有 和 (G+ 者) = XE+ 6 所 以 式 (3) 成 立 。 

例 ] .10 证 明 连 结 梯形 两 膜 中 点 的 线段 ， 与 连结 两 对 前 
线 中 点 的 线段 ， 其 长 度 分 别 等 于 荫 诡 之 和 的 一 半 及 两 诡 之 莽 
的 一 学 。 D [ 员 

证 ” 设 梯形 .4BCD,EE, 玉 和 
G、 末 分 别 是 两 腰 和 两 对 骨 钱 的 


FE E 
中 点 (图 1-29)。 据 天 量 的 加 法 法 
则 ;有 
_ B 
EF - ED: DCO+ CF 4 
> 图 1-29 
五 P = 天 4+ AB+BF 
相 加 ;得 
2 FF = AR+DCG (FANED. CF 和 BF 
为 道 无 量 ) 
一 -一 


到 Fr 二 ,一 > 
略为 4B 写 DC 平行 , 且 指 向 相向 ,所 以 矢量 和 AB + DC 
的 模 ,等 于 了 与 万 C 的 模 之 和 ( 即 两 廊 之 和 )。 这 就 证 明 ; 两 有 
沾 点 省 线 的 长度 和 于 两 庆 之 和 的 一 


GH = 5c+ CD+DH 


GH =GA+ AB+ BE 


四 加 ,得 —> 一 一 一 一 一 一 一 
2GH=AB+CD= AB-DC (4+GC=0， 
一 一 他。 一 一 
DH+BH=0) 
所 以 
1 “一 一 > 一 一 地 
GH= 2 (AB- DC) 


上 趟 表明 ， 两 对 角 线 中 点 连 线 的 长 度 等 于 两 廊 之 差 的 一 
半 。 


三 、 锋 是 每 式 及 其 变 按 


芒 上 两 节 , 我 们 讨论 了 撩 量 的 两 种 基本 运算 , 即 矢 量 加 减 
法 和 涩 需 矢 量 的 规律 。 不 难看 出 , 这 些 运算 所 具有 的 性 质 , 与 
普通 代数 式 的 运算 性 质 完 全 类 同 。 因 此 , 凡 涉 及 与 这 些 性 顺 有 
关 的 那些 类 似 代数 式 的 变换 ,例如 去 括号 . 移 项 . 通 分 (分 母 为 
实数 )、 提 取 公 因子 .合并 同类 项 @， 以 及 等 式 两 边 同 时 加 上 
{或 减 去 ) 同 一 个 天 量 、 或 同时 老 ( 或 除 ) 凡 同 一 个 非 零 实数 等 
各 种 运算 , 央 可 一 一 施行 。 

现 举 两 例 闻 下。 

例 1.11 已 知 矢量 等 式 


1 1 1 
X 2 人 = 可 (二 改 ) 
求 矢 最 ww。 _ 
解 ” 先 将 等 式 左边 化 简 ， 得 到 2 和 - 工 a 于 是 变 为 、 


2 省 s+ob 


3 6 3 
去 分 母 , 移 项 及 合并 同类 项 后 ,得 
过 一 3 + 下 


例 1.12 设 @.8 为 已 知 矢量 ,求解 矢量 方程 组 
ee 


(mt+y) -220-1)=28 
十 指 关 明 因 于 柑 同 的 项 ， 
28 


| 时 


解 ” 原 方程 组 经 化 简 导 变 为 


{ 人 
-w+ 3y=28 @ 
凶 x 5+ 人 ,得 


lg = 60+108 


T= 一 38 
所 以 原 方程 组 的 解 为 
1 
y= e+ 36 


由 此 可 知 ， 凡 是 用 等 号 连接 ， 且 含有 若干 个 矢量 的 关系 
式 ,叫做 闫 量 等 式 。 而 合 有 未 知 矢 量 的 等 式 , 则 叫做 天 量 方程 。 
当 未 知 捧 姑 取 某 个 矢量 后 ,能 使 方程 两 边 相 等 时 ,那么 这 个 天 
量 就 叫做 该 方程 的 解 。 辐 样 地 ,对 天 量 方 程 组 及 其 解 可 作 类 似 
的 理解 。 
例 1.13 ABCD 为 一 任意 四 边 形 ,有 两 个 力作 用 于 顶点 
py > 一 下 
4, 男 外 消 个 力作 用 于 顶点 蕊 ,它们 分 别 以 A4B、ADRCBCD 
表示 {图 1-30)。 证 骨 这 个 力 系 的 合力 等 于 该 四 边 形 丙 对 角 
线 中 点 的 连 线 矢 量 的 四 售 , 即 、 、 
AB AP CB: CD 4 GH 
共 巾 ,如 分 别 为 对 前 线 AC、B8Dn 的 中 点 。 
证 到 4BCD 平 曾 外 住 二 战 DO, 划 有 
35- 7 
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一 一 -一 > 
-二 (04+OC) 亿 


一 ”一 一 人 一 一 > 
AD+ AB+CB+OD 
> + > 
=(O0D-OAN+tIOB-OA+ OOF-OUC) 
一 -一 -> 
+ {OD OC 


一 一 > 一 一 一 > -一 一 > 一 一 全 
= 2 {0B+0D)- 2 (0A+0OC) 二 
比较 名和 人 辆 ; 于 是 得 


> 
B+ AD EB CD 4 CF 


习 题 


1、。 两 个 非 零 矢量 @ 和 避 应 具有 什么 特点 , 才 满 足 关系 
趟 一人 6 
|ga| ‘681° 
2 着 两 矢量 @ 和 古 互 相符 直 ， 问 于 二 是 怎样 的 矢量 ? 
3。 两 矢量 秋 和 百 应 上 共有 什么 性 质 ,让 列 关 系 式 才 成 立 ? 
28 


(1} 和 站 十 醒 = (一 机 1; (六 为 实数 ) 

(2) qtb=e ul+lbl:=|Iel 

a4。 迹 明 当 和 0 之 0 时 ， 数 乘 失 量 的 结合 律 成 立 , 即 

Cu = (i, (上 为 实数 ) 

5,。 末 大 量 @ 与 上 的 夹 角 为 60", 作 gg+56 与 -5 的 图 
形 ; 洛 [wl=4, Bl=3,， 

at+6 | 与 la- |. 

6, 长 方 休 OANBC PM 已 (网 
题 图 )。 在 其 顶点 人 O 诡 力 QN 忆 和 
OQ。 证 明 其 合 为 等 守 2027。 

7。 二 角形 DPC, 上 DBC = 三 ， 
一 一 
AC =8, 若 8C 计 被 口 分 成 32D: 
DC=ni! AC 过 被 记分 成 4: EC=m=, 

-一 光一 -人 
证 明 ， DEARBA, 
8， 解 天 量 方程 组 
{7 
2T+ 3 二 = 


求 矢 最 完 和 gy。 
9。 证 明 平行 四 边 形 的 对 角 络 互相 平分 。 
10。 设 和 了 是 互相 正直 的 单位 矢量 ,计算 
LA 
一 -> 一 一 3 
,1 四边形 ABCD. B=0) +242,2BC= 一 4 可 ,一 下 2 
= 一 521 一 382 其 中 下 ;和 人 :为 不 共 线 矢 量 。 证 明 ， 
-46CD 是 梯 虞 。 
12, 设 ABCD 为 奈 一 平行 四 这 形 , 玉 ,了 分 别 为 4D 和 
CD 的 中 点 ,证 朋 如 EE 和 BF 二 等 分 AC。 
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一 -一 > 一 > 


(X77 = 了 ,A7 = 加 利用 矢量 这 算 方 
ry 
x 法 ,可 得 ?= 3 (4+ 力 )， 其 条 类 


PA fn 推 ] 
第 12 题 图 
$1.4 矢量 的 分 解 
一 ,概述 


御 许 多 实际 问题 中 ， 我们 常常 会 过 到 另 一 类 与 大 量 加 法 
相反 的 问题 , 妈 对 于 一 给 定 的 所 时, 刘 何 奖 它 分 解 成 车 于 个 分 
矢量 之 和 ,这 个 阿 题 在 力学 中 甚 为 重要 。 

所 请 包 量 分 和 解 , 就 是 按照 已 和 :条 件 , 将 所 量 分 解 为 合成 这 
个 僚 量 的 分 和 关 量 的 运算 方法 。 众 所 周知 ,为 使 分 解 上 共有 确定 结 
果 ,必须 对 这 种 运算 附加 一 定 的 条 件 。 

矢量 分 解 是 矢量 合成 或 失 量 加 法 的 一 种 道 运 算 。 

矢量 分 解 与 矢量 减法 的 区 别 在 于 :在 矢量 减法 中 ,已 知 的 
是 合 矢量 及 一 分 疼 量 ,而 要 求 得 另 一 分 矢量 上 对 于 其 学 分 解 ， 
和 完全 给 定 的 是 合 矢 量 的 大 小 和 方向 ,至 于 分 矢量 , 则 须 由 具体 
条 件 来 确定 。 

一 般 说 来 ， 我 们 是 将 一 多重 分 解 为 与 给 定 的 一 组 和 关 量 分 
别 打 线 的 车 干 分 矢量 之 和 。 


二 、 平 面 上 矢量 的 分 解 


如 果 给 定 平面 上 两 个 非 零 的 共 线 矢量 gg 和 双 , 若 该 平河 上 
仁 一 矢量 5 能 分 解 成 分 别 与 & ,上 下 线 的 两 个 分 和 拓 量 #8 和 8z。 册 


30 


根据 定理 1-1, 有 
=AG， 8 =mg， 8 一 160 3 为 实数 ) 

匠 二 1 十 区; = + = (n+ rn) 

上 式 表 明 ,8 种 (或 丰 ) 上 直线 ,这 与 8 为 任意 舌 量 的 假设 予 
拓 , 由 此 可 见 , 对 平面 主任 意 一 矢量 来 说 , 并 不 都 能 分 解 成 与 
给 定 的 -一 组 共 线 矢量 分 别 共 线 的 分 拓 量 之 和 。 

现 谍 在 平面 上 给 定 两 个 不 共 线 矢量 下 布丁 ,要 将 该 平面 上 
任 一 天 量 8 沿 兰 、 各 两 个 方 同 进行 分 解 。 NN 
为 此 ， 将 可 、 百 有 布 引 放 团 在 后 - -起 点 已 
(图 1-31)， 设 它们 的 终点 分 别 是 4.28 
和 忆 。 过 点 忆 作 直线 人 4、O2# 的 平行 
线 ; 交 点 分 别 为 冲积 和 N， 征 是 得 平行 


四 户 形 口 明 (阁员 0 mt 
—+ “一 一 一 
OC =ONWM + ON 图 1-31 


一 一 > 一 一 > 
因为 OM .ON 分 天 与 a ,如 卡 线 , 根据 定理 1-1， 必 存在 蚊 
一 的 两 个 实数 ma 使 得 
OW -na, ON -8 
所 以 s =OC -OM+ON 
= 六 可 十 7 着 (1) 
册 下 证 明 ,这 样 的 分 解 是 唯一 的 , 即 扣 和 ## 是 唯一 确定 的 ，。 
我 们 用 反 证 法 ,假定 还 有 另 一 -种 分 解 形 式 : 
s=m tn'b (2) 
其 中 jm 、n 是 与 ma 不 完全 相同 的 实数 。 不 妨 设 各 "着 而 ， 即 
一 0 
由 式 ( 1 } 和 式 {2), 丰 


matrib=n +n 


§1 


于 是 得 


由 于 m 一 m! 守 0, 了 一 二 是 实数 ,因而 @ 与 6 共 线 ,这 与 题 设 巴 


上 盾 ,所 以 必 有 m= zs 同 理 可 得 =?#。 这 就 证 明了 上 上 述 的 分 解 
是 唯一 的 ,实数 mm 由 和 天 甚 3 唯一 确定 。 
一 般 说 来 ,大 两 天 量 嫩 硬 不 共 线 ， 串 
= rg 二 ++ 四 
就 叫做 所 其 8 对 于 本 和 者 的 分 解 式 。rmee ,nn 相 囊 做 8 在 .8 方向 的 
分 所 量 。mn,# 四 做 8 和 在 , 克 方 向 的 分 晤 ， 
若 所 量 8 与 避 .8 中 的 一 个 ,例如 如 共 钱 , 则 分 解 式 显 然 是 : 
| 8= ni + 0# 
综合 以 上 讨论 的 结果 ,可 写成 如 下 的 定理 。 
定理 1.2 ” 硕 已 知 平 面 上 两 小 不 共 线 矢量 旭 和 而 , 则 对 该 
平面 上 任 一 矢量 8 米 人 说, 必 可 分 解 为 分 别 与 站 .6 共 线 的 两 所 量 
之 和 ,其 
3 二 1 本 十 7 才 (m,n 为 实数 ) 
并 再 这 种 分 解 是 唯一 的 。 
综 上 所 述 ,我 们 可 以 起 出 ,如 果 室 间 中 三 个 矢量 8 不 在 二 
面 , 则 一 定 能 找到 其 中 某 一 矢量 对 另外 两 个 和 拓 量 的 分 解 式 } 反 
过 来 说 , 若 委 = 信和 三 + 9 成 立 , 则 根据 矢量 加 法 的 平行 上 四边 形 法 
则 ,8\ 妈 ,如 三 个 天 量 必定 共 面 ,因此 有 以 下 和 的 推论 。 
推论 ”三 个 非 备 天 量 g .8,8 此 面 的 充 要 条 件 是 


和 册 二 Fi 站 十 1 看 《mt 为 实数 ) 
_ 全 1.14 在 三 角形 48C 中 ,BC 边 被 DD 分 为 m:n, 试 求 矢 
量 .4 己 对 于 .4 已 和 -4C 的 分 解 式 。 
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解 ” 半 :图 1- 32 所 示 。 过 已 分 
罚 作 .4 如 AC 玉 平行 线 , 且 与 /AB、 
AC 分 别 交 于 召 , ;C1。 根 据 已 知 条 
件 B8D: DC=m:n, 有 有 


BPr AB =mi!:n, B 涩 站 
CC: 4C =ntim 图 1-32 
则 
AB,: AB=rs: (m+n), LO AC = mt (m+ n) 
所 以 


AB =_ 了 C,=— AC 
! m+n 4 i mi+n 


由 矢 最 加 法 的 平行 四 边 形 法 则 ,得 


一 -一 > 一 一 > 好 ”一 一 拿 1 一 一 一 
AD= 4B, + A 一 -一 一 4 号 十 AC 
Ht 十 村 nr 二 2 


例 1,.15 证 明江 是 r=p+7n8 的 三 点 4 (@) 、 卫 (各 ) 科 
刁 (9) 在 同一 直线 上 的 东 蛮 条 件 古 
m+n= 1 (GE ,6 为 韭 共 线 天 量 ) 
证 ”如 图 1-33 所 水 。 到] 
必要 性 , 若 4,. 吾 , 愉 三 点 在 同 - :条 
直线 上 , 则 AR -rp-a54D=b-a 
为 共 线 天 量 , 于 是 有 
r=n(b -i) 
T=@tne -a -Mao 
+ 四 图 1-33 
根据 ?在 .名 方向 分 解 的 唯一 性 ,可 得 


m= 1] 一 为 


所 以 


mt= 1 
充分 性 ;由 mn= 上 上 ， 符 
-=7ard a=nadt+rb- mt 
=n{ 村) 


因此 AR=p -a 和 AB=5~@a 为 共 线 矢 量 ， 又 由 于 两 矢 量 有 
共同 的 起 点 4 所 以 4, 五 , 玉 必 在 同一 直线 上 。 


三 、 室 间 中 关 晤 的 分 解 
空间 中 的 矢量 可 分 为 共 面 和 不 共 面 丽 种 人 情形。 由于- 组 
共 面 矢量 的 和 基 量 必 与 各 诛 尔 量 其 面 , 国 此 ,对 于 室 间 中 仁 一 
据 量 来 说 ， 就 不 --` 定 能 分 解 成 与 给 定 的 一 组 共 面 矢 旦 分 别 共 
线 的 分 失 晤 。 
现 设 在 窗 问 中 给 定 三 个 不 正面 撩 册 全 ,看 和 要 将 空间 中 
任 一 朱 量 8 泊 芭 再、e 三 个 方向 进行 分 
和 解 。 为 此 ,可 将 ,56,c 科 8 图 于 同一 起 
点 口 (图 !-34)， 设 它们 的 终点 分 别 是 
有 4、 日 、C 入 。 过 及 分 别 作 与 平面 
OBC,.OA4C .04D 平行 的 平面 ,并 分 
MM 别 与 直线 OA.OB,OC 交 于 M,N 及 P 
一 一 点 ,于 是 得 到 平行 六 面体 。 根 据 关 量 加 
图 1-34 法 及 有 天 基线 天 是 定理 1-1* 有 
一 —— 3 一 一 
ON = rea, ON=?76, OP= fe (mn 为 实数 ) 


和 


而 
一 一 ”一 一 ”一 一 > 一 -人 
#=OR=ONM 十 站 六 二 总 刁 


所 Bl 
引 二 7 二 + 十 ee {1) 
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这 种 分 解 是 唯一 的 ,期 加:# 和 p 是 唯一 确定 的 ,如 车 不 热 ， 
设 还 有 另 一 种 分 解 式 ， 
ge=mdtnrbrp'e (2) 
册 ] 
martrbiic=m +n 8+tpe 
没 m 二 my 妈 mm 一 jw 三 0y 症 是 得 
Li pC— 力 


本 = 于 :Ce 
nt — #7 ?it — fr? 


这 里 了 -一 包 和 之- 二 都 是 实数 ,因此 ,根据 定理 1-2 的 推论 ， 


时 7 一 
.b,c 二 矢量 必定 共 硬 ;入 这 与 题 设 闻 盾 ,所 以 有 1m =mn; 辐 
得 可 得 吧 = np = 四 此 ,这 种 分 解 是 唯一 的 , 实数 m,n, 记 
一 8 惟一 确定 。 
一 般 说 来 , 阁 g ,8 .Cc 不 鞭 固 ; 则 
S$=1gt+rbtrric 
计 加 六 东 量 8 对 十 秋明 ,6.6 的 分 解 式 ,nG.n6 ,Fe 出 做 8 在 
而 .如 .Cc 方向 的 分 秋 量 ,msn、P 册 做 8 侍 @ ,8,C 方 同 的 分 量 。 
综合 以 上 讨论 的 续 果 ,可 得 到 刘 下 的 定理 。 
定理 1,35 ”车 已 血 ! 空 问 中 二 个 不 共 面 矢量 g ,8 和 cc; 则 对 
宏 问 中 任 -一 拓 量 8 来 次 , 必 可 分 和 解 为 分 别 与 人 ,看 .于 线 的 三 其 
是 之 和 ， 即 
s=ratib+te (mn, 了 为 实数 ) 
六 有 .这 丰 " 分 解 起 唯一 的 。 
水 难 证 肌 , 对 于 在 空间 中 给 定 的 四 个 矢量 ,8,€ 和 # ,一 
定 能 线 到 其 中 某 - - 活 量 对 员外 二 个 尔 最 的 分 解 式 。 由 此 得 到 
大 下 的 排 论 。 
推论 在 空间 中 知 定 四 个 如 量 后 ， 则 上 虹 中 至 少 有 一 矢量 
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可 以 对 另外 三 个 矢量 进行 分 解 。 

贞 上 我 们 讨论 了 平面 上 和 空间 中 矢量 的 分 解 ， 忆 及 分 解 
他 唯一 性 等 问题 .所 得 到 攀 结 论 甚 为 蛋 坚 ,可 以 用 来 解雇 许多 
案 际 问题 ,加 时 也 是 以 后 要 讨 详 的 坐标 理论 的 基础 

例 1.16 ”平行 六 面体 .48CD-EFG 末 (图 1-35) ,MM 是 平 
行 四 边 形 EFGH 两 对 角 线 的 诡 


一 一 人 -一 -全 
点 。 斌 求 拓 灾 4 邮 对 矢量 4 呈 4 已 
jp 。 和 AE 的 分 解 式 。 
: | 群 “ 册 多 量 加 法 ,有 
图 1-35 A = AE + EN. 


凤 为 放 是 两 对 角 线 的 交 太 , 则 
FM=MH 
1 ,2 2 1 一 人 一 全 
EM = (EF + EH) = (AB + AD) 


所 以 得 
——2 3 1 2 3 


四 、 钱 性 相关 、 撩 量 间 的 线性 关系 
在 上 述 矢 量 分 解 的 基础 上 ,我们 提出 以 下 的 概念 。 
1。 线 性 相关 
定义 ”人 尖 黄 8 川 做 一 组 针 量 看 .8.0 ,下 的 一 个 线性 
姐 合 ,如 果 有 一 组 实数 m,n、Pp…、9, 鸽 
g=nAt ne6+ tet+…+ of 
成 位。 
定 ”如果 对 于 一 组 矢 昌 ,了 .Cc… ,了 ,83; 有 一 组 不 全 为 
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等 的 实数 m,n、p、… ,9,7 3， 使 
me r+ te +t of +rs=0 
成 立 . 则 这 一 组 矢量 叫做 线性 相关 ,否则 ,就 叫做 线性 无 关 。 
根 刀 上 述 定 义 , 我 们 容易 香 击 ,如 果 一 组 尔 痢 是 线性 相关 
包 f。 那么 此 中 至 少 有 一 个 矢量 是 其 余 捧 量 的 一 个 线性 组 合 } 反 
之 ， 如 果 一 个 矢 属 是 - :组 舌 量 的 一 个 线性 狂 合 ， 那 么 它们 一 
定 是 线性 和 相关 的 ， 
事实 上 ,和 若 @,6、e、…、 扩 ,8 线性 相关 , 则 有 
nt tet+...+o0f trs=0 【二 让 
其 中 产 直 3sr 不 全 为 零 。 厅 妨 设 * 朱 0, 于 是 知 


g=(— Eat (b+ etm+(- a) 
i ~ 六 Fa 


国 '8 是 .0,0、…、 了 的 线性 组 合 。 反 之 , 若 6.c ,了 ,# 中 
有 一 个 ,例如 ;8 是 其 余 矢 量 的 一 个 线性 组 合 , 即 
8=me tnt treet + of 
既 移 项 , 且 令 rf = -~ 1 ,就 得 到 式 (#)。 由 于 系数 中 > 专 0。 所 以 
.bc ,了 ,3 线性 相关 。 
将 以 上 结论 用 定理 表述 如 下 ， 
定理 T.4 # 个 泵 弛 线性 相关 的 充 要 条 件 是 ,其 中 的 一 - 括 
量 可 以 表示 成 其 余 n- 1 个 矢量 的 线性 组 台 。 
例 1.17 车 
C2x+ Vv—- 3at(2x-y- 1)8=0 
试 确定 x 和 yx 的 信 ,使 拓 全 和 再 线性 无 关 。 
艇 ”由 上 述 定义 可 知 , 一 组 尔 重 芳 不 线性 相关 ,就 称 为 总 
性 无 关 . 也 就 是 说 ,这 村 矢量 的 系数 全 都 为 等 。 因 此 ,有 有 
2 十 一 里 必 
2xX— Y= 1 0 
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让 之 ,得 


2， 矢 量 间 的 线性 关系 

图 定理 1.4 订 条 ,两 笑 晶 三 和 而 线性 相关 的 充 要 条 件 , 是 其 
让 一 矢量 是 另 一 天 量 的 线性 绍 合 .例如 和 : 是 @@ 的 线性 组合 

=Ad 

而 据 定 理 1-1 的 推论 ;上 式 就 古 和 四 共 线 的 充 要 条 件 。 因 此 有 

定理 1.5 两 个 天 景 线性 相关 的 充 要 条 件 是 它们 共 线 。 

对 于 任意 三 矢量 qq, ,6 ,由 定理 1-4, 它 们 线性 相关 的 充 
要 条 件 是 

c=natib 

乔 据 定理 1-2 的 扒 论 ,这 正 是 @ 6.e 为 共 面 矢量 的 充 要 条 件 。 
所 以 行 

定理 1.6 三 矢 若 线性 祖 关 的 充 要 条 件 是 它们 世面 。 

对 于 四 个 (或 更 多 个 ) 舌 明 , 有 以 下 的 定 坦 。 

定理 1.7 空间 任意 四 个 矢量 避 是 线 亿 相关 的 。 

证 了 设 丰 ,和 ,CG 为 空间 任意 四 个 矢量 。 若 其 中 有 黄 
全 矢量 ,例外 妖 和 六 共 线 , 则 据 定 再 1.5 ,存在 不 全 为 零 的 实数 mr 
条 It# ,使 好 +7 廿 = 0 而 由 

rotrgrIretod=0 

所 Ba ,bcd 线性 相关 。 

2) 阁 其 中 有 三 个 矢量 , 例 寻 ,Cc 直面, 出 据 定 理 1.6， 
在 在 不 全 为 零 的 实数 ;m,n 和 ,使 

rr+r+ te=0 


刻 册 


mairib+i+ peto:d =0 
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因此 ,a .Bc,Q 线 性 相关。 
3) 若 g ,6,C,Q 中 任意 二 从 量 ,例如 1 Gb,c 不 共 面 ， 则 
控 照 定 地 1.3， 厅 
drea+trbtrrte 
办 :好 
ati tectt-1)d=) 
其 可 ! 丰 的 系 狼 六 一 1 不过 于 做 人 、 下 如 线 上任 相关 。 
根 儿 世上 所 述 ,我 们 可 记 断 定 : 若 宇 间 中 三 矢量 是 线 往 无 
关 的 ;那么 其 中 任 一 共 量 起 者 任 两 关 量 也 必定 线性 无 关 。 
只 几 何 上 在; 这 个 问题 就 翅 折 已 知 的 : 三 泉 量 不 共 面 。 册 此 
可 和 加]， 它们 本 -矢量 都 不 可 能 是 等 失 最 (这 是 因为 ; 任 一 包 
含 妆 尖 其 的 一 组 尖 基 ,必定 线 1 :相关 ) "而 且 两 两 当 不 六 线 。 
、 例 1， “8 设 记 ,了 开演 单位 空 方 栖 边 上 的 天 量 ,由 104 二 
OB - 了 . OC = 吉 ,三 廊 的 对 骨 线 丰 司 OP- G00 = ， oF 
= Cit 将 估量 = + 成 了, 下 的 线 生 组 合 。 
稻 ”如 图 1-36 记 未 ,让 : 
— > . 3 3 
@=OP=0B+OC- 7-k 
一 > 一， 一. > 
$= O00=04+OC=i-K 
一 一 个 一 
c=05-04+0B- 7 
将 以 上 各 式 代 入 


=o+ ie 


是 得 
FACF+t ER tndt hy trd + 7) 
= (utiEt tr + +t 
例 1.19 已 秃 舌 全 qa = 22- 37+3k.b=- 21+3j+ 
2 下 ,震中 2 下 不 共 面 。 攻 C = 2- 了 + 4 天, 问 G,6,.c 是 
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百 共 向 ? 
解 ” 因 为 ,如 不 此 线 , 故 若 存 在 实数 Im 和 nr, 使 得 
C=mog+r 
成立 ,那么 e 丰 如, 在 正面 。 现 具 须 求 得 这 两 个 实数 mr 和 ?2 即 可 。 
由 
C=ma+rb=(t mt 20+t~- Sm+ 3 
+ C3n+ 2n)k 


区 
c= 2- 97+4K 
令 [2 21= 2 OD 
— 3m+ 3n=—9 外 
31m+ 人 他 二 4 二 
解 式 加 和 式 @, 得 m= 2 ,n= 一 工 ; 代 入 式 (1) 满 足 , 因 而 有 
c= 284-6 


所 a .6.c 洼 面 。 
| 题 
一 一 一 一 
1。 设 04=@,086 = 如 ,QO 为 二 角形 中 AB8 的 由 线 ， 试 
一 一 
将 OM 沿 下 和 硬 分 解 。 

2 世上 短 和 拓 量 好 = 8 228.+ 3 €:， #=2 从 | 十 生 :9 
必 三 日 在 | 一 了 看 ,十 8 8es， 片 中 6 .ez ,B83 为 不 此 面 的 单位 拓 量 ，。 
问 丁 十 五 机 有 是 否 革 线 ? 

3。 已 知 @ =e tes6 =e2tec=01+@1o 问 关 量 
-8,.6-Cc—t 上 信 诈 否 ? 如 坟 共 面 , 写 出 它们 的 线性 关系 
式 。 

4。 光 | | 住 口 - AB8C, 设 P 为 座 面 ABC 的 重心 ( 风 题 图 )， 

一 一 > 一 一 一 一 
求 秋 量 OP 对 大 是 〇 A、 DOBROC 的 分 解 式 。 
二 站 


5。 正六 边 形 OABCDE, 设 口 4 

一 - 一 字 一 一 > 一 一 全 
= ,OF = 让 分 解 OB、OCAKOD 
为 法 如 有 本 的 分 基 量 。( 提 示 : 取 六 入 形 
和 在 心 忆 点) 

86。 设 条 量 = 2e,+ 3e:, = 
96 一 28:0= 48;, 证 朋 ; 三 个 所 异 
共 面 ,并 求 基 级 性 关系 =m +?cc 中 第 4 是 图 
的 分 量 m 和 nr。 

7。 三 角形 4BC， 设 万 .五 是 PC 这 的 三 等 分 点 (BD = 

一 一 一 一 下 一 下。 一休 
五感 = 开 C)。 求 关 量 4 万 .4 瑟 对 于 所 量 .18 和 4C 的 分 解 式 。 

8。 已 知 失 晤 和 、 避 不 基线, 由 站 车 c= 20-bd=34 
2 名 , 计 归 和 失 量 e、@ 也 不 共 线 ,并 求 8 .8 对 C,@ 分 解 式 。 

9， 著 要 使 两 个 不 共 线 矢量 外 和 玉 满 足 条 件 > 如 二 而 =0， 
问 res8 访 是 怎样 的 舍 ? 

10, 书刊 关 量 了 .8 对 于 三 个 不 革 面 矢量 在 而,c 的 分 
陈 为 站 = 2 全 一 而 一 CS 2 一 上 一 在 2 一 让 一下, 问 乐 是 
Pr,3,+ 共 了 面 否 ? 

[。 已 知 四 和 东汉 三 个 不 其 面 估 量 ele:.es 的 分 解 式 
Da=me tiertpes, b=m.elt+ne 十 力 ?@3， 若 (1) 
要 三 上 2) 各 打下 线 问 它们 入 ez es 方 而 的 分 量 本 9 
志和 mz 02 总 2 之 间 应 敌人 计 和 和 波 针 ? 

12。 证 朋 三 角形 三 条 中 线 互 相 分 为 1 : 2 之 比 。 
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第 二 章 拓 量 与 坐标 


矢量 次 筑 , 并 不 依赖 于 胡 标 系 的 选择 ,用 矢量 形式 能 简单 
胡 腔 地 表示 出 物理 定律 的 基本 内 容 。 然 而 ， 宕 很 多 实际 问题 
由, 我 们 仍 需 选择 一 定 的 坐标 系 ， 以 便 在 坐标 系 中 讨论 问题 ， 
这 样 会 给 天 量 运 算 带 来 很 多 方便 。 

为 此 ;本章 引入 坐标 的 概念 ,i 通过 寺 华 标 系 ， 建立 起 天 置 与 
上 坐标 -一 一 组 有 序 实 数 之 间 的 联系 。 从 击 将 天 量 运 算 转 化 为 


实数 运算 。 
8 2.1 天 量 的 投影 表示 法 


一 、 轴 上 和 前 的 代数 量 及 两 矢量 间 的 洋 朋 

1。 在 任意 一 直线 上 , 若 取 定 其 一 个 方向 为 于 向 ， 并 用 一 
单位 矢量 指出 该 下 内 。 这 秆 用 单位 和 关 量 指出 正 向 的 直线 叫做 
硝 。 用 来 表示 下 向 的 这 个 单位 矢量 ,就 叫做 轴 的 单位 矢量 。 我 
们 约定 , 当 给 定 一 条 轴 时 , 它 的 单位 矢量 也 就 随 之 确定 。 

设 e 为 轴 的 单位 天 量 ， 那么 轴 上 什 一 其 量 Cg 必定 与 上 共 
乒 , 凶 有 

= Ae (2-1) 

其 中 4= 十 gl , 它 的 正 负 是 这 样 确定 的 :@ 与 @ 同 向 时 取 正 号 ， 
反 向 时 取 负 号 号 。 实 数 4 叫做 轴 上 基 量 三 的 代数 年 。 


人 D 由 具 线 科 量 的 定 义 可 知 ， 对 任何 与 轴 平 行 的 放生 ， 邦 可 将 它 训 在 同一 轴 
上 天 讨论 。 
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2。， 两 矢量 枉 和 硬 ， 六 :由 三 ， b 
五 夫 定 的 平面 上 ,以 人 一 点 马 为 人 ~ 
公共 起 点 ， 则 它们 所 在 的 两 身 bd 
线 ( 指 商 与 络 定 矢量 -… 致 ) 所 织 
成 的 角 6( 图 2- 切 ， 就 吗 做 注 两 


可 
人 记 作 6 = 4a ,2 Epa 
。 一 般 规 定 , 丙 矢 明 问 的 角 0 be 


册 2 0 与 x 之 闻 , 即 0 所 ff 图 2-1 

由 革 述 定义 可 知 , 两 所 晤 间 的 夹 角 , 实际 上 就 是 它们 的 方 
河 间 的 角 。 办 上 ,在 一 般 千 况 下 ,我 们 并 不 区 分 两 天 晤 的 息 序 ， 
凡 ] 汰 为 半角: j 两 天 明太 先后 顺序 无 关中 ,所 雇 有 有 <， b>= 6, 
最 

若 两 失 量 可 再 六 严 角 为 直角 ,可 天 症 就 叫做 是 互相 垂直 的 ， 
记 必 (或 B19), 若 两 天 其 共 线 , 则 它们 约 夹 胡 为 0( 同 向 
和 于 ) 或 xz( 反 向 时 )》。 


二 、 关 蝇 在 轴 上 的 投影 


1。 给 定 空间 一 点 机 ;过 骨 作 轴 ! 

的 垂直 平面 ， 萌 平 画 刁 轴 ?人 的 交点 市 

韦 散 点 妈 在 轴 关 上 的 投影 (图 2-2)。 亚 

然 , ,44 即 为 由 音 所 引 轴 上 哆 牌 绕 的 下 
是 。 疼 2-2 

2。 给 定 矢量 @ = IB 及 有 向 办 ! ,车 矢量 的 起 点 4 和 终点 

B 存 1 上 的 投影 分 别 为 点 4 、87, 则 线段 4 B' 叫做 矢量 @= 


合议 于 平 囊 上 两 笑 弛 来 说 ， 其 类 让 一 般 撒 有 有 疝 航 ， 邯 与 两 父 显 的 匡 记 有 关 。 
习惯 十， 顺序 泽 道 时 针 方 主 前 西 失 和 拓 加 的 过 第 光正 友之 ， 硕 时 针 方 向 的 来 前 
为 前 。 这 样 屋 有 <aa,bs 三 一 <b , 库 "e 
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一 _ 
二 在 前 于 投影 5 全 2.3 记 
一 - -和 - 
三) =【 -有 = A Br" 


| | | 
~ .|  _ _ ju 
B' 1 B' a 1 
{:.) (by 
图 2 .2 


漆 将 两 王 足 4 1jB' 之 闻 的 交 向 线 般 , 接 一 定 顺 序 作 出 和 
量 A7 序 , 称 汶 投 影 矢量 ,由 此 可 见 , 矢 者 4 在 轴 上 的 授 影 妈 
为 投影 矢量 了 记 在 轴 上 的 代数 量 字 子 。 于 是 不 难得 出 ; 当 
投影 矢量 与 给 定 铀 的 正 向 相同 时 (| 司 2-3(a),(c) ) ， 原 矢量 
在 轴 上 的 投影 为 正 ; 而 当 投 影 矢 量 与 轴 的 正 启 相 反 时 (图 2-3 
(5) ) , 则 投 是 为 贷 。 

此 外 ,由 图 2-3 窑 易 香 出 , (a) 和 (b) 中 的 矢量 a 与 轴 1 共 
面 ,而 (c) 则 为 二 者 不 共 面 贡 情况 。 


三 、 投 影 定理 
定理 2.1 伍 一 失 量 gg 生 轴 /上 的 投影 ,等 于 的 模 与 丰 和 : 


正 向 闻 来 角 9 的 余弦 的 导 册 ,有 即 
(Ga)1= 三 cos (2-2) 


+ 

证 设 w=AB,ATB 为 4B 在 轴 1 上 的 投影 。 过 起 点 44 住 
一 一 人 

-与 1 平行 的 轴 几 , 旦 有 相同 的 正方 向 (图 2-4)， 则 ! 与 4.8 间 的 
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灾 角 等 于 /与 4 万 间 的 夹 角 0。 
又 没 B? 为 广 与 平面 的 交 活 ， 
有 如 辟 11, 因而 B* 就 是 点 8 
在 二- 的 投影 。 几 于 .了 和 
Br 都 延 直 于 1， 容 易 看 出 ， 
44A' By Br 是 一 矩形 ， 即 有 
.497= 了 及 所 以 ,4 号 在 和 
站 上 的 投影 相等 , 即 有 有 图 2-4 

—> 一 人 

(47 = (AB) 

车 0 为 锐角 , 则 4 的 投影 矢量 4 记 与 1 同 向 ,有 了 Br = 

1481| ,由 直角 二 角形 4B”B, 得 


一 一 一 一 > 
LAB"| = |AB| cosB 
所 以 
一 人 + 
(APYN= CABY = AB" 
一 一 一 个 
= |ABP| cosd 
印 


‘a ). 三 (| [tosg 


荐 6 为 钝 角 , 此 时 488 投影 炎 量 ABY 与 1 反 向 ,因而 487 


一 一 人 

= -| 扬名 ,于 是 

一 一 > 一 一 一 仿 

| AB! [=1 AB lcos{(x— 0)= 一 1B COs 
划 

一 一 池 和 汪汪 时 _ 

(0403 = AB*= — 1.4B 

-一 六 
= |4B| cosg 
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所 以, | 辣 酝 和 主 | 
(oa) = | ww Icosgd 
我 们 知道 , 沙 酚 矢量 机 等 ,那么 它们 的 模 术 等， 方向 亦 福 
同 , 钠 而 它 人 与 在 一 轴 的 正 商 必 交 于 等 角 。 由 此 得 到 
推论 ! 相等 的 和 失 量 对 同一 灿 胡 投影 相等 。 
对 于 任 一 实数 4 与 矢量 加 之 可 邵 芍 投 影 ,根据 定理 ?.1, 有 
CAa) =| Ag Icosd’ =| A [ww Icosd’ 
其 中 8 为 ig 旺 轴 ! 间 的 来 角 。 
渤 和 A 之 0, 有 |! 下 |= 4, 且 Af 与 #4 司 向 , 则 8 = 8(9 软 和 @ 与 1 且 的 
夹 前 } ,而 当 和 <0, 有 | 4 |= 一 4 昌 2a 与 4 反 向 ; 则 Y= 一， 
显然 , 征 这 两 种 情况 下 ,都 能 得 出 
Qa = A{a) = Go ltosd (2-3) 
于 十 可 得 以 下 的 推论 : 
推论 2 ” 数 攻 夭 策 之 积 在 加 上 的 投影 ,等 于 该 天 量 在 轴 上 
的 投影 苹 以 同一 实数 。 
定理 2.2 ”矢量 和 充 轴 上 的 投影 等 于 各 矢量 杰 同 一 禹 上 
的 投影 之 和 。 即 
(urb roe) = C+ (B+ (oN + + (2-4) 
还 设 空 间 中 有 给 
定 矢量 g = AB b= B87 


—y 
C=C (图 2-5), 按 入 晨 
吉 法 法 则 得 由 各 撩 景 之 
机 
AL = AB+ BO, CP 
图 2-5 =a+b+e 

且 各 矢量 在 轴 ! 上 的 投影 为 
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i 


(9 Ye 
(CAD), =- A 


ID’ = IPPC -OD) 
所 
一 > 
CADY= a+ B+e), 
= (a)1+ (B+ (0) 
例 ?,1 证 听 三 攻 学 中 雍 贰 影 定理 
qq=bcosC + ceesB, 
b= Geos + ccosAs 
r=acosB+beosA, 
其 中 ap,c 及 4、5. 避 分别 形 示 三 角形 ABC 的 三 条 边 及 对 角 
(图 2-6)。 | 
-一 一 = ee 
证 今 呈 =e BC = 


IC -6, 则 有 a =5+ ec. 取 a 为 ” , 
投 形 畏 , 根据 定理 2.2, 有 有 

ta) = {B+ tc), a 人 
于 是 图 2- 剖 


ar,-|lb ccsab;+r|e cosig, ey 
u= becosC + ceosd 
隘 划 为 摧 影 利得 
{ 而) = (0 + (6) 
161=|a coscBb,ay tle leosch,e) 


一 二 


本 7 4 
A? 


| 


再 取 e 为 投影 轴 , 有 
(ce) = (om) + (6h): 
lci=|a cosce,oa +| 8 leosic, 各》 
所以 得 


c=uc0osB4 dcosd, 


本 题 


1。 帮 :下 面 三 种 情况 中 ， 空 间 中 x 个 非 零 矢量 所 组 成 的 拆 
线 是 否 一 定 是 封 同 的 ? 

(1 ) 拓 量 和 在 一 条 轴 上 芍 投 影 为 李 } 

(2 ) 拓 量 和 在 两 条 宰 交 轴 上 的 投影 都 为 零 : 

《3 ) 拓 量 和 在 三 条 两 两 相交 但 不 共 面 的 轴 上 的 相 影 帮 为 
学。 

2。 对 于 空间 两 个 非 零 矢量 ,如 果 ， 

(1 ) 在 间 一 轴 上 的 投影 相等 ; 

《2 ) 在 两 条 相交 轴 上 前 投 影 分 别 相等 ， 

《3 ) 在 三 条 两 两 相交 ,但 不 共 面 的 四 上 的 投影 分 别 相等 。 
试问 ,这 两 天 重 是 否 必 为 相等 天 量 ? 为 什么 ? 

3。 设 Cec:.es 为 间 一 平面 上 的 三 个 舌 量 , 已 知 


{1) {01,2) = 3 Ce C7 = 


《2) 《3ciyC327 = 于 ,C1 -203) = 并; 
(3) 《cuea》= -4,00 = “Ee 
试 求 角 5cvyC3sy。 
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4， 已 知 关 是 二 ?Ee-@ + 36 和 有 者 = -6ei 十 3e2-bei， 其 
1 大; ,@* .83 是 室 判 三 个 互 同 于 直入 单位 天 是。( 1 7 应 明了 两 闫 
县 比 线 民 2 判定 证 引 一 矢量 鸭 模 是 另 一 个 的 几 L 倍 .并 指出 
们 的 方 问 是 禄 局 还 和 坪 扩 环 ? 

D。 这 对 拓 2 天 涂 j = 3 + 58 二 eqs 如 二 2 二 | 一 .4 籽 2 一 
Te ,及 = 52 二 ea 一 483。 求 矢量 人 = 4 + 53- 有 在 6 .ez 和 
@3 方 癌 站 投影 。 

6。 河 | 好 |=3 下 |=4,|@+ 古 |=5。 试 求 @@. 古 间 的 夹 角 。 

?7, 二 衣 形 AB8C 的 .AC 边 

六 

与 志和 王 下 (如 图 ) ,六 BC=g,AC 

一 ——y 
= 如 ;A= 求 AB .BC ,4 在 畏 
二 的 投影 并 证 衣 5 = acosy 十 


和 


8。 症 平面 上 给 定 两 兴旺 罗 = 第 7 题 图 
2e1 一 38; 和 @ = + 262。 试 求 和 拓 轨 本 =98) + 4 对 村 天 量 玫 、 
地 自分 解 式 。 


9, 己 知 三 个 天 全 =38 | 一 2 有 +83 8= 一 ,+@: 
-28: f= 281 8; 一 363。 试 求 尔 量 gq =1ie, - 6e:+583 对 于 


Ff, 的 分 解 式 。 
10。 若 两 大 四 =xe8, -0e: 十 281 有 和 机 = ~281 + 38， 十 


3?Bs 闪 线 , 求 xy 的 信 。 


32.2 矢量 的 坐标 


为 了 确定 空间 一 点 的 位 置 ， 需 要 建立 空间 中 的 点 与 有 序 
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空 闵 之 间 的 联系 ,这 就 需 引 用 空间 直角 坐标 系 。 

过 空间 一 定点 侣 ; 作 三 条 互 相 垂直 的 轴 一 一 OO 〇 x,DOy,O2s 
分 别 叫做 x 辆 、y 轴 和 腊 [z 轴 (或 者 ,按照 惯例 ， 也 可 称 为 横 轴 、 纵 
轴 和 竖 轴 )， 统 称 坐 标 辅 。 这 样 的 
三 条 些 标 轴 组 成 了 一 个 空间 直角 
坐标 系 ， 点 口 果 知 坐标 原点 。 

通常 ， 按 照 各 华 标 轴 正 向 的 
不 同 配置 ， 坐 标 系 可 分 为 右手 系 
和 上 大 于 系 两 类 ， 前 者 坐标 轴 的 正 
方向 符合 右 于 定 则 (图 2-7)。 今 后 
除 特别 指明 和 外， 本 书 所 给 直角 些 

图 2-? 标 系 和 为 右手 系 的 。 

如 果 将 空间 直角 坐标 系 的 竖 举 '。 取 为 零 , 就 得 到 一 个 平 
面 直角 些 标 各 (x0y 平 而 )。 可 见 , 平 面 坐标 系 上 只 足 室 间 些 标 系 
的 特殊 情况 。 

在 空间 直角 坐标 系 中 , 每 两 条 轴 决 定 一 个 平面 , 例如 Y 二 
和 y 轴 决定 x0y 面 ， 训 样 就 一 共 决 定 了 三 个 豆 入 要 直 的 平 画 
一 一 307 7y02 和 zoxy 统称 为 堂 标 曾 。 三 个 坐标 面 将 整个 空间 
分 为 八 个 部 分 ,每 一 部 分 叫做 - -个 壮 限 。 在 xoy 平面 的 上 部， 
以 三 坐标 轴 正 向 为 楼 的 那个 封 限 为 I 卦 限 , 按 道 时 针 方 讽 依 
次 为 工 、 于 及 下 卦 限 : 在 xo7y 平 面 的 下 部 ,在 工 震 限 下 方 的 为 
Y 封 限 ， 并 依次 得 殉 、 页 及 看 封 限 ( 狼 2-7)。 

取 定 室 间 直 前 坐标 系 拔 ， 就 可 以 建立 起 空间 的 点 与 月 新 
实数 之 间 的 对 应 关系 。 

设 央 为 空间 中 任意 一 点 ， 过 髓 作 三 个 分 别 与 三 灌 标 轴 疏 
直 的 平 友 ,上 且 与 x 轴 ,» 轴 和 z 轴 的 交点 依次 为 P,Q、 卫 ,那么 局 ，、 
名 和 疙 就 是 点 最 在 三 坐标 轴 上 的 投影 (图 2-8)。 若 这 三 点 在 三 
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琐 二 对 应 的 值 依 次 为 xy z， 则 
这 一 组 有 序 实 数 (xy yz) 就 依次 
叫 巩 点 墅 的 横 举 标 , 纵 坐 杯 和 泽 
坐标 , 统 称 为 点 履 的 空间 直 骨 些 
标 , 记 作 才 (x,Y,2)。 

这 样 ， 至 川中 一 点 开 ， 就 唯 
一 确定 了 一 个 有 序数 组 (x,y,2): 
友之, 给 定 了 有 序数 组 (x，》;2)， 图 2-8 
也 就 确定 了 与 之 对 应 的 空间 中 的 点 尊 。 因 此 ， 在 室 间 直角 华 
标 系 Pd 空间 中 的 点 与 有 序数 组 是 一 一 对 应 的 。 


二 、 余 量 的 坐标 分 解 式 


1。 设 给 定 空间 十 一 点 4， 我 们 可 以 用 一 个 特殊 矢量 来 
描述 4 点 相对 于 给 定 坐 标 系 愿 点 的 位 置 ， 它 从 原点 怠 出 发 , 指 
向 所 者 碟 的 4 点 4 图 2 9)9 这 个 特殊 矢 旦 叫做 位 矢 ( 世 就 是 4 点 
丰 对 于 〇 点 的 矢 径 ) ,用 rf 天 示 ， 
记 作 FF 一 人 4。 前 已 还 及 ,通常 
的 闫 量 ， 例 如 稼 位移 那 样 的 真 
实 的 矢量 ,是 与 华 标 系 无 关 的 。 
显而易见 ， 对 于 空间 中 同一 点 
的 位 置 而 议 ， 它 在 不 同人 维 标 了 系 
中 的 位 汞 是 不 同 的 ,这 就 表 阴 ， 
和 通常 的 舌 量 和 不同 ， 人 习 矢 ? 依 
翰 于 些 慰 系 。 图 2-9 

以 了 匠 点 日 为 公共 起 点 ,在 xy 2 三 个 笃 标 町 上 ， 依 次 取 单 
位 多 量子 ,下 ;它们 旺 居 基本 单位 天 各 (或 举 标 作 量 )。 于 赴 ， 
旧作 标 原点 OO 和 基本 单位 天 旺 站 了 ,下 ， 就 构成 了 空间 中 的 一 
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个 直 兰 标 炙 ， 记 作 [ 吕 -下 了 天]。 
在 图 2-9 中 ,从 口 4 儿 济 向 xoy 坐 标 面 作 私 线 , 自 种 足 表 向 
x 条 17 轴 作 重 线 ， 将 这 两 个 垂 足 的 * 党 标 和 ?3 举 标 分 别 记 作 4。 
和 .4 再 自 矢 端 向 z 畏 作 王 线 ,该 生 足 的 z 坐 标记 作 4-。 于 是 ， 
由 空间 一 点 与 其 公 标 的 对 应 关系 、 汉 及 矢量 在 轴 寺 投影 的 定 
一 -光一 -光一 - 一 小 _. 
义 ;04、0d 和 O4: 叫 做 位 矢口 4 在 YYy 和 z 轴 的 分 基 早 ， 而 
4 和 寺 则 称 为 9 和 在 xy 各 z 销 的 投影 或 分 量 ， 弄 然 ， 示 、 
所 ,和 4 也 是 点 .4 在 相应 轴 上 的 削 标 。 这 里 应 该 指出 ,尽管 投 虹 
或 分 重 可 以 取 正 值 或 信人 入 ,但 与 分 秋 量 是 不 同 的 ,它们 是 标 景 
而 不 是 矢量 。 
据 式 t2-1), 有 
一 一 一 一 一 一 
O4s= AA;OA,= 4; Of:= 4 天 
由 天 量 的 加 法 法 则 ,得 
O04=0A+04+07 
即 
r= A#t A SF+ .AR {2-5) 
根据 定理 1-3 可 知 ， 位 矢 Y 对 基本 单位 矢量 让 了 .天 的 分 解 是 唯 
一 的 ,其 中 诸 分 量 .4:、4, 和 4, 由 Ff 及、 让 .下 唯一 确定 。 
2。 考 虑 空间 中 任 一 其 
量 g， 由 于 矢量 与 起 点 
盛大 ;我 们 可 以 将 q 的 起 
点 收 到 举 杆 原点 中 上 ， 
也 就 是 作 出 r =O4 
= 次 ( 疼 2-10)。 据 定理 
2~1 的 推论 , 天 量 作 与 位 
从 FF 有 相同 的 投影 , 于 
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是 由 式 42-57 香山 


上 武昌 做 矢量 配对 于 基本 单位 天 量 让 .和 革 的 坐 球 分 解 式 ,可 
以 简 记 为 


a=A+tAItARkE | , (2-6) 


= {ds dy A } (2-7) 
其 中 4:、A,; 和 A 就 是 @ 在 x、y 和 z 轴 的 投影 或 分 量 ， 而 4xt、 
本 了 和 4, 正则 是 如 在 x,y、z 轴 的 分 矢量 。 

由 以 上 的 讨论 可 知 ,空间 中 任 一 点 的 坐标 ,就 是 它 的 位 天 
在 各 些 和 标 轴 上 的 投影 所 对 应 的 一 组 有 序 实 数 。 当 任 一 矢 看 二 
的 起 点 移 到 坐标 原点 时 ， 划 读 捧 量 的 投影 或 分 量 就 是 和 拓 端 4 
虞 的 些 标 。 因此 ,对 于 给 定 的 空间 直角 坐标 系 而 言 ， 位 天 fr = 
0 与 其 撩 端 4 点 是 一 一 对 应 的 。 这 种 对 应 关系 ; 通常 可 以 表 
杀 为 A(P)。, 蝇 然 ; 对 于 结 定 的 一 点 AlAss As, As), :就 有 r= 
.{ AssAy;At1} 反之 世 一 祥 。 

汞 量 的 的 和 标 分 解 式 建立 了 秋 景 加 与 有 序 实 数组 (4。， 
.4 的 对 应 关系 ,这 就 使 得 我 们 可 以 通过 实数 姐 的 代数 性 
质 ,来 说 明 撩 量 的 几何 性 质 ， 到 过 来 ,也 可 通过 矢 蚂 绚 凡 何 性 
质 , 来 描述 实数 组 的 代数 人 性质 。 因 此 ,上 坐 球 分 解 式 对 矢量 所 起 
的 作用 ,就 象 浴 标 对 于 点 所 起 的 作用 一 样 。 

例 2.2 在 边 长 沪 2 的 正三 :角形 中 , 取 一 条 人 边 作为 直角 此 
标 系 的 x 轴 ， 而 以 这 条 边 上 的 高 
鳅 作 为 y 轴 。 试 求 各 珊 点 和 各 边 
中 点 的 坐标 。 

解 ” 如 图 2-11, 取 4AB 思 的 出 
点 口 为 坐标 原点 , 口 ,分 别 为 BC、 
人 4 边 的 和 点。 由于 边 长 为 了, 故 
有 


一 -一作 。 
OA= 107. O01+0F 


OA4 
_ 一 -人 7 本 
OC -= 08+ v3 OD= -ETY 9 
-13 ， 
OF = ~ ott » 李 


所 以 得 
AC—1,0), B{1,0), C(O 3), 
DL, va)E (-1, v3),0(0,0) 
2 2 2 2 


三 、 用 些 标 分 解法 进行 矢量 运算 


矢量 运算 ,在 引入 矢量 的 举 标 后 ， 就 摆脱 了 几何 形式 ,而 
按 实 教 的 运算 方式 进行 ， 从 而 就 能 用 代数 方法 来 研究 几何 癌 
题 。 
1。 几 坐标 分 解法 进行 拓 量 的 两 种 甘 本 运算 
设 剑 .号 为 两 个 已 知 矢 量 
a=attastok 
b=bd+h,s +ok 
根据 定理 2-2 及 矢量 加 法 法 则 ,有 
atBb= tartb ltta th) d+ (a+h)k 2. -8) 
a—b= ta -btta—b)j+ (ab)k (2-9) 
尺度 为 实数 , 则 出 定理 2-1I 的 推论 2 以 及 式 人 2-1， 有 
= A ha f+ hak 2~10) 
2。 用 坐标 分 解法 计算 几何 问题 
《1) 关于 空间 任 一 矢量 的 从 标 分 量 
候 给 定 一 空间 矢量 月， Mi, 起 (xy 21)s 终 氮 
4 


-一 一 池 
M(x2 ,22), 叉 设 WU， 
= {yz) ,3 引 M M: 的 位 
括 太 学 ， 百 有 池 = {X19Y1， 
21} ,yz 【ZX2y3y2y 2Z2 } ,由 


图 2-12 可 知 了 
Mi M, 一 OM -ON 


=F; C—F, 稳 2-12 
所 纲 得 
{X32) 一 人 2 一 和 yy 一 332 一 2 1 ‘2—11) 
即 空间 任 一 矢量 .人 歼 标 分 量 ， 等 于 它 的 终点 的 坐标 分 量 减 去 
局 名 起 点 的 誉 标 分 量 ，。 


(2) 关于 线段 :二 ,用 ;的 定 比 分 点 导 的 上 举 标 
设 给 定 两 端点 插 1(% i131921) 和 前 2(%2132， 22)， 要 将 
线段 村 ,HH; 分 为 两 段 ， 使 两 段 之 比 为 定 比 A% 寺 ~~], 天 
MN 
MMy 
设 定 比 分 点 为 用 (x,，y,z); 且 谣 1 册 :和 并 的 科 杞 次 为 
Fi= {Xi V21} 2 = {X22 22} 
r= {x 2} 
参照 第 一 章 例 1-9; 吕 得 位 天 rr, 、?: 和 Pr 间 的 关系 式 ， 


_ | 
] 十 多 


利用 式 (2- 8) 及 式 (2-10), 求 得 分 点 笛 的 誉 标 为 


Xi AYz y= AY 
十 入 


三 外。 


(2-12) 
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3。 用 坐标 分 解法 表示 矢量 间 的 续 性 关系 
(1》 谤 间 两 矢量 平行 的 条 件 
根据 定理 1-I 的 推论 1, 人 .区 两 矢量 平行 的 充 要 条 件 是 存 
在 一 实 激 %, 使 得 
x=7b (2-13} 
成 立 。 将 在 ,如 写成 坐标 介 解 式 
=ut+t oa, + ok 
B= + ok 


各 
ge = MB, dy = Ab a = Abs (2-14) 
于 是 行 
dd _ 
pp (2-15) 


到 之 ,由 式 (2-15) 显 然 可 得 到 式 {(2-14) 从 而 可 以 推 得 式 
《2-13)。 于 是 根据 定 带 1-1 的 推 沦 1, 下 和 志 是 互相 平行 的 。 岗 此 
得 出 

定理 ?2,5 两 矢量 平行 的 充 要 条 人 性 是 它们 的 同名 坐标 分 
量 成 比例 。 

在 以 上 定理 的 基 锁 上 ,可 以 淮 得 空间 三 点 共 线 的 条 件 ,为 
二， 始 定 二 点 : 1 Blxss yis22) HC (x3s yy 
zs), 并 作 矢量 AB 和 AC。 则 

一 六 

AB= tH Ys yi, 22™= 2,} 

一 

AC = { xa -x1, HI 一 Yi 4 一生 | } 
显然 , 4. 了.C 三 点 共 线 与 两 矢量 了 4 关 和 2C 闪 线 是 等 价 的 。 因 
此 ,根据 定理 2.3, 由 4 如 和 AC 衬 行 ( 共 线 ) 的 完 要 条 件 ;就 可 得 
出 4, 如 CC 本 态 共 线 的 充 要 条 件 是 
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多 2 XI YI" YI 2227 2 (2-16) 
WF—NI VAT a3] 


(2 ) 室 咎 三 外 量 其 国 的 条 件 
定理 2,.4 ”空间 三 矢量 
= {x ys } .B= {x yy } .eo= {xary3,23} 
共 面 的 充 要 条 件 , 是 它们 的 坐标 分 量 所 组 成 的 行列 去 为 地 * 即 
Xi J1 i | 
x 492 zz i=0 (2-17) 
XE VI 了 3 
证 ” 据 定理 1.6， 三 天 量 共 面 的 充 要 条 件 是 它们 线性 相 
关 , 即 存在 翔 不 全 为 零 的 实数 m,n 和 轧 ,使 得 
mat+ nt+ pe=0 
邯 
Cmx1 t+ nx2t Px)l+ (my tnys+ py3)s 
+ (m2l+nzs+ pz) =0 
阳 为 基本 单 性 天 量 f1 ,了 7、 天 不 共 面 ， 它们 是 线性 无 关 的 ,于 是 由 
钱 姓 无 关 的 定义 , 育 
mx 二 Px 二 人 习 
[mt 
mal1t+ nz:+ p23=0 
其 中 吉 ,n,pP 不 全 为 零 , 因 而 ,上 述 关 于 sn n、p 的 齐 次 线性 方程 
组 育 非 零 解 存在 ,而 根据 线性 方程 组 解 的 理论 ,该 方程 组 有 非 
零 解 m,n 和 的 充 要 条 件 , 是 它 的 系数 行列 式 为 零 于 是 得 
XW1 JY1 ZI 
Wa3 V2 22 
3 3 3 


在 以 上 定 还 的 基础 上 ,可 以 导出 空间 四 点 共 面 的 条 和 件 。 为 


由- 
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振作 


此 ， 设 室 间 四 点 
1 人 
C(xas 3 Dlxssyss24) 


一 一 -一 一 一 > 
并 作 拱 量 AB、AC 和 .4D， 
— 
AB= {x x yi Yi1s22— 21} 
ee 
AC = {Xa Xisya— Yis23—211} 


一 二 
AD = 《4 一 和 34 — Vira— gi} 
一 一 > 一- 


好 然 ，4 号 站 点 东 面 三 4 石 , 4C .347 三 丘 量 共 面 是 等 瞧 
-一 一 他 一 一 一 一 字 
的 而 按照 定理 2,3, 4B、AC 和 .4D 共 面 的 充 要 条 忻 为 


{X22 XL IY 22~21 
xs 一 Yi Ya~Y1 23~21 :=0 (2-18) 
Xa VA | 
因 滥 , 式 (3-18) 也 就 是 4,2,C、.D 四 I 点 共 面 的 充 要 条 件 ，。 
例 2.3 将 空间 线段 4 号 分 成 五 等 分 , 已 知 与 端点 4 相 邻 
的 分 点 为 Ct2, 一 1,4) ,与 端 感 8 相信 的 分 点 为 F(-3,2, 一 5)。 
试 求 两 端点 4 与 8 的 人 举 标 。 


解 设 A(% 1s 321)， B 《xsyyay22)。 由 题 意 可 知 ， 
AC :Ck =1: 3, 即 定 比 X= 地 ,于 是 点 C 是 分 线段 4F 为 定 


比 3 的 点 ,根据 式 (2-12) 有 


1 
1 一 
Xi+ 本 (-3) Yt 本 (2 
I 4 
i+ 3 1+ 3 
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1 
+ -5) ， 


1 
l+ 读 


同 理 ,再 利用 CF ; 亡 B=3 3: 1, 即将 点 召 作 为 分 线段 C 吾 
为 定 比 3 的 点 ,就 可 求 得 召 点 的 淮 标 为 


] 
X2 = ~ 过 ， y=3, 22=—$ 


例 2,4 已 知 一 平行 四 边 形 的 三 个 顶点 (1,1),(2,2),{3, 
-1)。 求 其 第 四 个 顶 戌 。 
解 ” 设 第 四 个 顶点 为 (x;y)。 车 以 A(1,1)，、 Bl2,2, 2), 
{3,- “和 D(x。y) 的 其 序 构成 平行 四 边 形 ， 则 有 
AB+ AD, = AC - 
因为 任 一 矢量 的 坐标 分 其 ， 只 作 点 与 起 点 所 同和 和 村 
之 差 , 放 可 得 
= {11}, 
AC= {23,2}, 
一 
ADiI= {x-1l,y-1} 


3 
AB+ .AD': = 1 1,1} 
+ {x—ly-1} 
= {x%,»} 图 2-13 


子 
{x,y} = {2,—-2} 


所 以 得 
Di(2, — 2) 
车 以 AC1,1)、B(C2,2) Dax y) .C3, - 1) 
的 闫 序 构成 平行 下边 形 , 则 _ 
AB+ AC = 4D 
{ll + {2,—-2} = {x-1ly-1} 
1 3 一) = {x—-1,»—-1} 
到 
三 4 = 人 0 
所 以 有 
| D2(40) 


局 理 , 若 再 以 4(1 IT) .Dalx,y)、,B(2,2).C(3, ~ 1) 的 喇 
序 构 成 平行 四 边 形 , 则 得 到 姜 : (0，4) 
综 上 所 述 ; 所 求 平行 四 边 形 的 第 四 个 顶点 为 (2, -2)、{4， 
0) 或 (0,4), 共 有 三 解 ,如 图 2-13 所 示 。 
例 2.5 结 定 空间 中 四 个 疾 量 
d= {3,2,3}, 6= { -5,—3,1} 
C= (4 5 一 4 d= { -8,—18,14} 
试 求实 数 im,n 和 六 使 得 na nn ,二 友和 如 构成 夭 闭 折线 ， 并 号 出 
有 ,6、c 表 示 的 线性 组 合式 。 
解 ” 南 于 mg .PPe 和 代 构 成 封闭 折线 ， 则 有 
moatnb+pctd=0 出 


(3m—5n+ 4p— Et (2m— 3n+5p— 18) 下 
tt3m+n—m dp+ 14)E=0 
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因为 了、 下 不 共 面 ; 故 为 线性 开关。 于 十 有 
3 一 日 站 十 4p—8=0 
2m—3n+5p—18=0 
3 于 他 一 4 产 十 了 4 三 由 

解 以 上 滨 程 组 ;得 m= 1,7=3,p=5, 代 入 式 @, 即 得 


d= -a-2b5¢ 


四 、 矢 量 的 模 和 方向 余弦 


_ 壤 和 方向 是 矢量 的 两 个 要 素 。 既然 可 以 通过 华 标 分 解 式 
来 表示 矢量 ， 当然 也 就 可 以 用 举 标 注 述 矢 量 的 柳 和 方向 。 
1， 括 量 的 模 
设 本 = {%;yyz ji 为 宝 间 任 
yy - | 
则 有 OM =@= {x;,y,2 }( 图 2- 
14)。 
. > 
在 室 间 直 前 澡 标 系 中 ， 口 前， 
就 是 以 吧 在 三 举 标 轴 上 的 投 豆 


吕 厅 .GO1, 和 O 好 .为 棱 的 长 方 体 
的 一 条 对 有 角 线 天 量 。 中 勾 股 定理 ， 有 


= +ON? ~ 
一 一 一 一 一 一 一 
DOU = x OM,= vOW,=sy 
则 。 . 和 , “4 
一 一 中 . 
1 -| OWM FF=x?+ +2 


bt 


| 本 |= vx y+ta {2-19) 
车 拓 量 gg 的 起 点 是 夺 ,(xiyy1981)， 终 点 是 和; (py 9 
zz), 则 @ = 如 1 用 ,的 模 为 
i l= x2 — X10) + (ya — y+ (a2 -21): (2-198) 
在 平面 直角 坐标 系 中 (到 2 坐 标 为 零 )， 对 于 平面 上 任 一 
撩 重 , 可 以 相应 地 得 到 ， 
图 = 325 二 3 2-20) 


|a|=v tx x)I+ (yy —y1) 《2-20a) 

的 举 标 分 量 的 平方 和 的 算术 根 。 

2， 人 矢量 的 方向 余弦 

:定义 . 窜 间 任 一 关 量 ee 与 yy、z 灿 正 向 间 的 夹 角 c、8 和 
7 岂 做 加 的 方 记 角 。 布 方向 角 a、8、? 的 余 驴 cosw 、cosp 和 
《osy， 叫做 要 的 方向 余 疲 。 

矢量 的 方向 可 以 用 方向 角 表 示 。 为 了 唯一 确定 这 些 夹 角 
起 见 , 通 常规 定 了 a .8.y 所 人 允许 变化 的 范围 ，0<e<xrw，0<S8 
0A 因此， 如 果 给 出 了 疾 量 的 方向 角 , 也 就 确定 了 
矢 重 的 方向 。 阳 是 ,用 坐标 分 析 法 来 计算 方向 前 是 比较 复杂 
的 ,为 此 ,可 改 用 方向 角 的 余 蓄 来 表示 。 由 于 方向 角 都 限定 在 0 
和 和 之 间 ， 当 方 庙 余 弦 确 定 后 ， 方 记 前 鄞 热 就 随 之 而 定 , 从 而 
也 就 确定 和 所 重 的 方向 。 

在 图 2-14 中 ,根据 投影 定理 2-1, 有 

x=|igqlicoso, y=|a lcosp, 2=| & |cosy {2-21) 
再 应 用 式 (2-19)， 就 得 到 由 模 和 坐标 分 量 来 表示 的 该 矢量 的 
方向 余弦 
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它 必 有 全 二 蔚 - 
一 一 一 一 一 和 
VX V2 十 这 
J 


COSA = 一， - -3 
¢ TT 2 22》 
COSY 一 一 一 二 一 -一 ( 
Vy 十 和 2 
显然, 对 于 平面 坐标 系 (z=0)， 有 
| cose= _ 
AAAX5E 十 vy (2-228) 
\oospe a . 
Rt 2 
式 (2-22)( 或 式 (2-228a ) 就 是 矢量 a 的 方向 余弦 的 征 粹 表示 
式 。 
由 式 (2-22), 可 得 | 
Cosiq+ cosi8+ cos?y=1 (2-23) 


吨 空 间 任 一 天 量 # 的 方向 余弦 的 平方 和 便 等 于 1，。 
由 式 (2-23) 容 易 丰 出 , 关 量 G 的 三 个 方 疝 前 (正方 向 余 摔 ) 
并 不 是 硼 互 独立 的 ,只 可 给 定 任 两 个 方向 角 ( 或 方向 余弦 )* 那 
么 第 三 个 方向 角 ( 或 方向 余弦 ) 就 随 之 而 完全 确定 。 
相应 地 ,对 于 平面 举 标 系 , 由 式 (2-22a) 可 得 
cossa+ cos:p=1 (2-23a) 
空间 任 一 矢量 可 可 以 通过 它 的 模 和 方向 余弦 水 表示 , 即 册 
式 (2-21*,， 有 
= \ X,Ys2} - 
= {Ie coses| a leospsl oleosy 《2-241 


并 由 此 得 出 A , 
> |g)) . (2-25) 


Cos cosp co 


对 于 平面 矢量 @, 相 应 有 
三 三 { 三 leosa,| cosp! {2-242) 
yy (2-25&) 
COSm cosp - 
即 括 量 q 的 从 标 分 量 与 其 方向 余弦 成 比例 。 据 此 ,通常 就 把 a 
的 坐标 分 量 叫 做 如 的 方向 数 。 - 
因 鞠 =| ga 四 "于 是 由 式 (2-24) 得 出 


《一 | 三 用 


d= {eosa,cosh,cosy} - {2-26) 

周 理 ,对 于 平面 坐标 系 , 禄 应 为 
"= {cosacosB} _ (2-268) 
这 表明 ,空间 (或 平面 上 ) 任 一 妾 位 和 的 举 相 分 各 


的 方向 宗 弦 。 

例 2.8 若 _ 空 间 撩 量 z 与 三 个 下 术 彬 的 克 朋 相 等 ln- 
8 =。 求 它 的 方向 余 接 。 

.和解 ”已 知 a = 如 = y， 则 由 式 (2-23) 


Cosig+ costh+ cos y =.1 


有 .， 
eos:r= 1, Reosa= +—l. 
v3 
亦 妈 
osq = C0$F= cosy = + 
cosa p y 3 
所 以 天 量 @@ 的 方向 余弦 为 


(二 二 ) ， 或 (--， -3 
vv 本 vv V3 3 v3 
例 2.7 给 定 两 矢量 站 = {1,2} ,二 = 人 一 42)。 试 求 藉 
量 gr+ 必 ,4 一 避 的 机 与 方向 余弦 。 
解 ” 设 w+ 下.G ~ 如 的 方向 角 分 期 为 gy、 P13982，Ps( 图 2- 
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15)。 则 有 


图 2-15 


+b= {~3,4} 
-b= {5,0} 

由 式 (2-20),+ 避 ,0 一 如 的 模 分 别 为 
|atbl=v(-3):+4 =5 
la-bB =v 5:+0:=5 

义 由 式 (2-22),w + 如 ,4 -本 的 方向 余弦 分 别 为 


~ 


= = -3 yi -4 
Co rb 5 i Te 

= XY: = = _ 3 0 
3 J -6 i, cosp2 | 人 一 天 | 0 


例 2.8” 只 知 一 空间 舌 量 @ 的 模 为 8, 方向 角 a = y.= 60"， 
f= 45° 。 求 该 矢量 的 坐标 形 示 式 。 
解 ” 按 照 题 设 ,可 得 出 方 谭 佘 纺 : 
1 


COS C0s5y* COS60° = 豆 


号 


vw 


由 式 (2-24) 行 : 
m=ig lcosat +|@ leosf +i a lcosyk 
所 以 得 

a F(tV Iy+k) 


例 2.9 投 AB3CDEF 为 正 
Cp 
六 边 形 , 边 长 为 2, 4 有 4C 、4D， 
4 和 AF 为 作用 于 A4 戏 的 力 {图 
， 2-16)。 试 求 请 力 的 合力 的 大 小 及 
图 2-16 方向 。 
一 -一 -> 
解 取 A8 向 为 x 轴 ,AE 为 > 轴 。 设 合力 R= {%,y} 六 
向 角 为 ,8。 容 易 得 出 14C 1= 1L 商 =2w 了 ,| 4D1=4。 将 
和 名 吐 沿 举 标 轴 分 和 解 ， 棋 据 定理 2-2, 有 
~— 一 一 他 ~ 一 一 
x=| .AB |+! AC Iceos30 +[ AD lcose0° 
+ lAE lcos90° 一 | AF! cos60° 
_ vB ] 
= + 2 3 “3 二 


+ 一 1] =#，, 


一 一 
y=0+| ACI sin30” +| AD jsin60° 


—3 
+| AF [+| AF | sin60° 


1 3 _ v3 
-2 3 本 + +o/ t+2X sg =6w3 
则 
1 有 = x?+ vi =12( 音 位 ) 
到 
~ -1 Hr_ 机 
COSK = 辣 Dd; [天 ww 3/2 
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导 “最 

1. 坟 .了 天 是 怎 祥 的 划 位 矢量 ? 若 g =4+ 了 + 此， 那么 二 
是 不 是 单位 矢量 ? 

2。 判断 以 下 备 组 矢量 是 否 茶 线 ; 

(1)》 ml =28+， 百 = 一 4 和-27， c= +0.585 

(2) 全 人 = 下 -了 br=i+j; Cz= -t+0f。 

3。 矢量 @=ai+g 7 了 +ok， 指出 在 F 列 各 种 洞口， 
它 的 了 网 具有 什么 特点 ? 

(C1) gt 一 站 E0030 

(2) dE0, GE), 03= 0 

(C3) qi, 0 =0, 9303 

《4) Gl=02 =0, 03 在 0。 

4， 间 两 点 半 ,(1, -3) 和 计 (4,3) 间 的 线段 分 成 三 等 
分 ; 求 分 感 的 坐标 。 

5, 求 下 列 各 矢量 的 模 和 方向 余弦 ， 


2 2 1 
(1) sits7 -ae 
(2) TCHt2f+2k), 


(3) 68-—37+6k, 

6, 三 个 力 f1 =2+57,F1= -24+37, fs =3t-4f 
同时 作用 于 一 点 。 求 合力 了 的 大 小 和 方向 余弦 。 

7 ,已 知 关 量 p= {2 一 3,1}s = {一 3,1, 一 2), = 
{2, -2,1} 。. 求 天 量 g = {5, 一 233} 对 于 多 、Y 的 分 解 式 。 

8。 若 给 定 必 量 w= {3,5; -1},5= {2,2, 3}, c= 
{ #4; 一 ls 一 } 。 求 下 列 各 恬 量 的 坐标 分 量 ， 
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(1) pp-a+rb-e. 
(2) gg=20— 36+ 1c, 
(3) r= igtiub+ re, 
9。 证明 ACG, 一 2),.801,2), CC 1 了) 和 DD(3, -5) 
为 项 点 的 四边形 是 一 梯形 。 
10。 已 知 两 舌 量 w= { -2 3 2 和 而 = { x — 62) 平 
行 。 求 和 z。 
11。 届 给 定 三 天 旺 q=1+27+2k,b= 2t~-3f+5K 和 i 
= -2 +2k( 1 ) 分 别 求 8 ,86、 的 模 ; (2 ?分 别 用 单位 
拓 最 qa? .Bb? 台 ci? 杰 示 er ,bc 
12。 两 困 =f+ +3 有 mf = 3 一 3 了 一 8 下 作用 于 
现 一 点 。 问 要 用 怎样 的 力 才能 与 它们 平衡 ? 求 此 平衡 为 的 大 
外 和 方向 。 
13。 设 一 天 量 与 yy 四 的 夹 角 相等 ， 而 与 负 的 交角 是 
四 过 现代。 下 间 估 的 向 祭 纺 。 
。 证明 A(t4,1,9)、B(10, -1,6) 和 C(2,4,3) ) 为 
上 的 二 入 形 是 等 腾 直入 二 前 形 。 
15。 证 上 明 三 天 量 g = d+3f+2k\6b=41-67+2k， 
c= 一 38+ 127+ 11kk 北 让 .并 求 g .了 b,c 方向 的 分 量 。 
16。 已 知 天 量 可 的 模 ] qf |=2， 及 它 关 于 给 定 举 标 系 的 三 
个 方向 角 沸 相等 , 试 求 a 入 坐标 分 量 。 
17, 已 知 闻 行 四 边 形 的 一 个 顶点 4 (3， -1), LAB 
{ -2, -1} ,AD= { -412} 。 试 求 (I )B.C .DD 点 的 坐标 
《2)AC、8D 的 长 度 ; (3 ) 对 角 线 .4C 和 BD 的 交点 多 的 位 舌 
华 标 分 明 ， | 
18。 若 已 知 矢量 的 方向 角 a = 可 ,8=“ 玫 ， 求 另 一方 


岗 角 7。 父 已 知 洗 在 * 畏 的 投影 为 1, 求 @@ 的 储 标 表示 式 ， 
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§ 2.3 内 标 变换 四 


以 上 两 避 我 们 讨论 了 空间 的 及 平面 的 直角 举 标 系 ， 这 是 
玲 标 理论 中 的 -一 个 问题 我 们 知道 , 宝 间 中 (或 平面 上 ) 吉 积 锋 
景 的 坐标 依赖 于 举 标 系 的 选择 ,一 般 说 来 ;向 一 个 点 或 舌 量 ,在 
不 同 前 坐标 杀 中 会 有 不 则 的 坐标 。 在 某 些 实际 问题 中 ,为 了 更 
好 的 利用 坐标 的 方法 米 解 问题 ， 浓 常 需要 将 坐标 系 改 刻下 ， 
这 就 是 坐标 变换 的 问题 , 那 末 , 当 从 一 坐标 系 改变 城 另 二 价 标 
系 夺 ,空间 中 (或 平面 上 ) 任 一 点 或 矢量 ,对 于 新 宗 { 变 找 局 的 
坐标 系 ? 和 旧 系 (变换 前 的 坐标 系 ) 的 坐标 之 问 究 竟 存 如 着 怎 
祥 的 关系 ,这 是 坐标 理 沦 中 的 另 一 个 问题 ,为 此 ,在 建交 不 卫 
的 坐标 系 的 基础 半 , 我 们 要 导出 点 和 多 量 在 不 同 的 储 标 荣 串 
的 代数 表达 式 , 从 而 找 出 它们 在 新 旧 和 坐标 之 间 的 联系 。 
- 现 以 平面 直角 举 标 系 汶 例 ， … . Or 

刘 图 2 -17, 要 从 一 平面 直角 坐标 
系 O-xy 变 到 另 一 平面 直角 坐标 
系 Q -x' y/, 这 可 以 分 两 步 走 。 第 
一 步 是 先 将 原点 移 到 点 (0,5) 处 ， 
而 坐标 二 的 方向 不 变 , 即 变 为 0 
-x*y*。 第 二 步 保持 新 原点 不 动 ， 
将 整个 举 标 系 旋转 一 个 角度 98, 这 
样 就 变 到 了 GO ~x’ y/'。 因 此 ,对 于 
任何 一 个 坐标 变换 ,都 可 以 将 它 分 解 勇 平移 和 旋转 两 步 。 以 下 
主要 讨论 空间 直角 坐标 系 的 坐标 变换 。 先 讨论 平移 , 接 王 去 是 
和 最 后 讨论 一 般 的 坐标 变换 问题 。 


人 


图 号 -1? 


对 于 空间 中 给 定 的 一 个 直 前 各 标 东 , 在 保持 望 标 轴 方 癌 
不 变 的 条 他 下 , 将 它 移 到 一 个 新 的 位置 ( 设 原点 由 O 扣 移 到 新 
厚 点 C )，* 便 得 到 一 个 新 的 直角 学 标 系 。 这 种 坐标 系 的 变 化 ， 
到 [做 平移 变换 , 亦 称 移 轴 变 摘 。 

设 昌 举 标 藉 为 怠 -xy2z， 经 
平移 变换 后 记得 的 新 坐标 系 为 
OO -~x7 y/g (图 2-18)， 且 新 浴 
标 蒜 的 原点 CO 在 旧 系 下 的 坐标 
为 (Xoy Yor20)e 给 定 空间 中 的 
一 点 型 ， 它 的 新 , 健 坐 标 分 项 为 
8 (xy 2 和 (x%; Ys2)。 容 易 

> _ 站 出 ， 点 可 在 新 系 和 和 旧 系 中 对 
六 的 位 矢 分 别 为 DO M 和 OM, 而 OO 则 是 新 原点 在 旧 系 中 
对 志 的 世 矢 。 


利用 矢 景 等 式 关系 ,有 
“一 >》 一- 一 一 9 
OM = CC +rOM 《2-27) 
显然 ,在 平移 变换 下 ,新 系 和 旧 系 中 的 基本 单 拉 矢量 是 担 
周 的 ;部 是 1 了、 下 。 
于 是 得 


一 一 
OM =x+ y+2 
一 一 > 
人 人 王 光 D 十 入 有 十 癌 让 
OM =x Fy +z! 
XE+ YIPF+t2R=Cxod+t yo f+ a0)+t (x ti+y fi+z'k) 
= tx + Et Cy + vo + (z+ et 
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对 于 相等 的 矢量 来 说 ,它们 相应 的 坐标 分 最 应 相等 ,所 以 有 


Tw xp 
j>- 十 .3 { 2 -28) 
2Z=2" + zo 
这 就 是 在 坐标 率 平移 变换 ,对 于 宰 间 任 一 点 MM， 用 新 各 
标 (x“” ，y ,2') 表 示 旧 举 标 (x,y,z) 的 些 标 变换 式 。- 
从 式 ( 2 -28) 解 出 x ，y 和 za, 则 得 到 


各 = A 
| (2 ~ 282) 
2 =2 —28 | L : 
这 是 在 平移 变换 下 ,对 空间 一 点 村 用 旧 举 标 (x,y,z) 表 示 新 
坐标 的 举 标 变换 式 。 
我 们 把 在 窄 间 直 角 佣 标 系 的 平移 变换 下 ,对 于 空间 同一 
点 的 新 ,品系 标 间 的 变换 式 (3 -28) 和 (2 -28a)》 ,统称 为 空 河 
直角 坐标 移 轴 公式 。 
车 取 竖 系 标 2 为 零用 同样 的 方法 ;可 以 得 到 平面 直角 化 
标 移 蒜 公 式 


XTX + No 
{ ， (2 -29) 
yy + Yn 

和 
=A 
{| ( 2 -29a) 
J = Yn . 


例 2.10 设 空间 一 点 村 在 旧 宗 DO-xyz 中 的 举 标 是 (0,2， 
= 1, 将 OQ-wyz 平 移 到 新 原点 OF (381 一 232) 处, 求 于 在 新 共 
DO! -x' Ww zx!' 中 的 符 标 。 

篇 应 用 移 轴 公式 (2 -28a}, 得 . 
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Xx’ = 和 一 3= 一 3 
vy =2 l=1 
2"=—-1-{—-2)=1 

所 忆 点 用 在 新 系 OF -x yz 出 的 坐标 为 (一 3,1,1)。 


二 、 旋 转变 欣 

对 于 空间 中 给 定 鬼 一 个 直 戎 坐标 系 , 不 A 
以 及 坐标 轴 的 虎 序 不 变 的 条 件 下 ,将 华 标 系 绕 原点 旋转 一 
入 本 本 得 到 一 个 新 多 直人 村 和 .过 种 生生 于 变化 到 做 
转变 搞 ( 亦 称 转轴 变换 )。 

将 旧 系 记 作 D-xyz, 基 本 单位 矢量 为 二 了、 天; 新 系 记 作 
-x yy 2 直木 单位 天 量 为 访 有 (图 2 -19)。 设 六 了 ， 
起 ' 对 于 旧 系 的 方向 角 分 别 | 为 ， eB pap pay bss 
yso 它 们 之 间 的 关系 向 ! 洪 ( 2 -本 证 示 。 


衣 2-1 
一 -一 -一 
旧 | 
Ox vd Uzik) 

新 系 | 

Ox ti | 月 1 | 

-1 _.， - .1 ~ 

or 

-Otk) | a | Ba | pa 


”和 帘 塞 间 中 作 一 点 时 , 它 的 新 ,上 日 坐标 分 别 是 (xy37 2") 
和 (xyyyz)o 我 们 要 导出 用 新 坐标 2 ,yz' 宕 示 旧 举 标 x， 好 
2 的 公式 。 为 叱 ; 先 塘 了 ,下 来 分 解 fj 、 放 ， 。 改 虑 到 入、 了 、 
于 "都 是 基 木 单位 矢量 ,由 形 2 -1, 有 


了 2 


二 ost cosf f+ cosyg 
及 =cososd +t cosB. ft cosy,k 《2 -30)》 
天 = cosws 二 TosB f+ cosvak: 
点 杂 在 新 系 和 介 于 中 所 对 应 于 
的 位 矢 帮 是 OM ， 对 于 但 系 ,有 
OM =xtt+t yf+zk (2-31) 
而 对 于 新 系 则 为 
OM = x +y +2 Rk’ 
C2 -31a) 
将 式 (2 -30) 的 1 、F 了 .下 ' 代 入 
上 式 , 得 


OM =x' (cosmd+ cospr jf + cosvik) 
ty (cosatdt+ cosp, f+ cosp, ky 
tz {eosa, d+ cosps f+ cosysk) 
={x’cosw, + y'cosas + 2 cosgs )f 
tlx eospr + yy cosp, + 2 cosps) 下 
+ (x cosyt + Yy cosys + 2 cosys) EE, 
Fi 7 .下 分 解 是 唯一 的 ,所 以 由 式 (2 -31), 有 
{X= tosel + vy cos te/ too 
YeXx Cosh) + ycosBs +z cosh, . C2 -32) 
之 二 和 COS + Y cosope + 2 COsys + 
这 就 是 在 坐标 系 的 旋转 变换 下 ,对 于 空间 任 一 点 对 ;用 新 
华 标 Cx”, ?2 ) 表 示 有 坐标 (xz) 驮 坐标 变换 起。 
同 理 , 若 拉 扩 .六 , 开 来 分 角子 ,上 ,可 得 
二 = Cos 天 十 Cosw， +Ccososke’ 
F=f 十 cos 有 7 + cospsk’ 《2 -33 
EE=cosy il +eosy, 区 + cosysR’ 
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择 臣 (2 -31) 与 式 (2 -31a) 加 以 比较 后 ,应 有 
是 2 二 2 
以 式 ( 2 -33) 区 了 .下 代入 上 式 , 有 
x ty +2 KE’ =x(corad+cosa, + cosask) 
4+ {cos dcosh, Ff +costsE) 
+2tcosvE+ cosyrs +cosys) 
=(xcosal 十 4c05 有 十 ZCOS4 1 这 
+【《Yeosea + ?CO05 + zcosyr)s 
+ (xeosms + ycoshs + zcosys)F 
对 于 相等 区 詹 旦 ,其 相应 入 玉 标 分 景 应 相等 , 末 是 得 
X ”一 CDS 丰 | + "COS + 2c05,) 
VY” = XecoSsaz + eosh, + zcosys (2 -34) 
27” =xCc0 qs + ycospa+2c05ys 
这 是 在 旋转 变换 下 ,对 空间 任 一 点 开 ,用 上 里 坐标 4x .yz 表示 
扣 举 标 (x yz 的 坐标 灾 撞 式 。 

我 们 把 他 空间 直角 坐标 系 的 
旋转 变换 下 ， 对 于 空间 同一 点 的 
新 , 昌 举 标 系 间 的 变换 式 《 -32) 
和 ( 2 -34) ,统称 为 空间 直角 举 标 
转轴 会 式 。 - 

对 于 平面 直角 举 标 系 来 说 ， 
在 旋转 变换 下 ， 由 于 点 机 的 坚 举 


标 为 零 (图 2-20), 则 由 式 (2-32)， 
国 2-20 得 


X=X OS + YY coOsae 
{ (2-365) 


y=x cosp,+y cosp, 


前 已 述 及 ,平面 矢量 的 方向 角 ，, 一 般 都 采用 有 向 角 的 规 
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征 。 由 图 { 2 -2 由 可 刻 


0 其 FP - 
A | 2 月 ， 2. 


及 
0 一 力 : 
取 = ,将 以上 关系 代入 武 (2 - -357， 经 整理 后 得 


下 一 和 8 
他 x COSO— y! si (2 -36) 
YX Sin yy cose 
闻 理 可 得 
区 ”一 CoDS 有 十 ysing 
36 
{y = — XxXsind + ycostd (2 -36#) 


志 上 两 式 ,统称 为 平面 直角 坐标 转轴 公式 。 解 9 叫做 新 系 对 于 
担 系 的 旋转 角 。 
在 平面 直角 坐标 系 的 情况 下 ,方向 角 之 间 的 关系 如 十 下， 
表 名 -2 ， 


抽 系 ， 
xtiy | ~«j} 
_ 新 系 ~ 
rer _ 
wti’} 中 ¢# 2 
一 . 
时 时 = 
yt d+ 名 | 0 


项 便 指 出 ;在 一 些 实际 问题 中 ,通常 并 不 直接 给 出 各 个 方 
河和 角 , 而 是 借助 于 矢量 来 确定 新 系 的 坐标 轴 方 向 ,由 此 可 求 得 
这 九 个 角 的 余弦 ,从 而 得 到 转轴 变换 公式 。 
例 2.11 ”在 空间 直角 坐标 系 中 ,党 以 三 天 量 
好 = {11,1,~2} ,B= {lll},c= [fi -10+ 
分 别 作 为 新 系 O-x yg 的 x',y’ 和 z’ 抽 的 方 宿 , 试 导 出 它 的 
LL 


转轴 变换 式 。 

解 ” 由 于 笑 量 gg = {1,1; 一 2} 由 新 系 的 x/ 负 方向, 可 先 
求 出 x’ 轴 与 旧 系 中 -xy2 各 坐标 轴 之 问 夹 角 的 人 条 迫 。 拓 量 的 坐 
标 分 量 就 是 它 在 坐 怀 条 上 的 投影 ,由 定理 2 -1 有 

1 = | 三 coesaly， 1 = | 人 cos 月 ， -2= I cosy 
双 . ' 
gl = i++t(-2) :v6 


局 样 地 ， 由 于 如 = { 1,1,1 } 是 Y' 办 的 方向 ; 昌 有 
1 = | cosa:s 1 = | lcosp,s, 1 = Bl cosys 


而 
bl =v +1 ?=v 3 
因此 得 
se = sg -1 = 
CO 1 Sa? 2 二 3 ， COST3 a 
仿 此 即 得 


以 上 得 到了 大 个 角 的 余 坊 ,于 是 由 式 (3 -32), 得 到 转轴 
变换 式 ， 


= 


7 和 


三 ,运动 变换 


对 于 空间 任 痊 两 个 直 诡 坐标 系 口 -X%3y2 和 和 C -2 yg" 之 间 
的 变换 ,总 可 以 将 基 中 的 一 个 先 经 平移 .再 作 旋 转 : 或 者 先 经 
旋转 .再 作 平移 , 这样 都 能 变色 另 一 个 坐标 泰 。 我 们 把 这 种 由 
忆 知 的 上 坐标 系 接连 作 平 移 , 旋 转 而 得 到 新 坐标 系 的 变 技 , 由 做 
空间 直角 坐标 系 的 运动 变换 (平面 直角 坐标 系 与 此 类 同 )。 显 
然 , 无 论 是 先 平移 ,后 旋转 ,或 者 先 旋转 ,后 平移 ,所 得 的 结业 
都 是 一 样 的 (图 2 -21)。 


(9) 先 平移 后 旋转 (8) 先 旋转 后 平移 
图 3-21 
因此 ,我 们 只 要 依次 应 用 移 轴 及 转轴 公式 ,或 者 完 后 利用 
转轴 及 移 灿 公式 ,就 可 获得 空间 任 一 点 于 对 于 两 标 系 癌 的 
坐标 蛮 换 关系 式 。 
例如 ， 若 将 党 标 系 和 尘 平 移 到 口 / (Xpsr yo 0) 保持 不 占 点 不 
动 ,再 旋转 坐标 系 , 则 新 , 旧 系 的 空间 直角 举 标 变换 公式 为 
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NN COTA, 二 JOSE Te DSS 让 + Xp 
VY=x co0sBL ty cosps +2 cospys tro (2-37) 
2=X Cop ty tosys + 2 CDS43 + 


例 2,12 将 坐标 系 O-xy 先 逆 时 针 向 旋转 了 -, 再 沿 直 线 


4= 一 x 正 向 平移 4 个 第 离 单位 。 求 茸 标 变换 公式 。 
解 ” 先 利 用 平面 直角 学 标 转 畏 公 式 ( 2 -36), 有 


N= Co — YSind = x cos 机 一 3 Sia 二 


y=x Sin 月 二 YACcos = xsin 卫 FV C0S 


i ” 十 i * 


根据 是 章 ,平移 后 新 原点 口 ' 的 学 标 为 (- 2w 8 ,2 2), 于 是 
所 有 求 的 私 标 变换 公式 为 和 


了 一 
x /a TRY 一 2w 2 


] ] - 
ye + sy + 2 v 9 


习 二 


1， 平 逢 上 一 点 于 对 旧 佣 标 系 的 佣 标 是 (2,D ,利用 坐标 
平移 ,将 原点 口 移 到 新 原点 〇 7 ,其 坐标 依次 为 17，(4;5)， 
C2 yat 4 st 3 .~d,6), Cd ) 光一 4 — 5)。 求 骨 的 新 
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坐标 。 
2。 若 平 曾 直角 坐标 移 吉 公式 是 
区 二 XX 十 急 
(Df ys ， (C2){ 
求 新 原点 OO 的 旧 誉 标 。 
3。 设 训 1; 计 ,两 点 在 旧 系 O 〇 -xy 中 的 举 标 分 别 是 (3, - 4) 
和 (2,3)。 若 村 ,在 新 系 O -x’y' 的 横 轴 上 , 太 , 在 Of -x/y’ 的 
纵 轴 上 , 试 确定 平移 坐标 变换 公式 。 
4。 在 平面 直角 坐标 系 中 ,车 坐标 轴 旋 转 下 列 和 角度 (1) 
60°,(2) 一 465",( 3)180°。 试 写 山 转轴 变换 公式 。 
。 给 定 三 点 村 (3,1)、,N( -1,5) 和 PC - 3，- 1)。 若 将 尝 
标 轴 旋转 ( 1 )45"5( 2 )90°;( 3 )120*。 试 求 它们 在 新 代称 系 
中 的 举 标 。 
6。 设 有 两 已 知 点 MY,《1,3) 和 入 ,(4,7), 着 将 坐标 原 点 
移 到 j 邓 , ,并 旋转 举 标 轴 , 使 新 横 轴 的 正 向 与 矢量 M ,M, 的 方 
向 一 致 。 求 坐标 变换 公式 。 
7. 若 将 空间 直角 坐标 系 的 原点 移 到 口 (3,1, - 2), 求 移 
轴 变 换 公 式 。 并 求 点 M (0,2, -17 和 邓 ,(-1)1,9 科 的 新 如 


X=X 8 
y= 


g, 将 华 标 系 O-xyz 绕 道 针 向 旋转 双 ， 再 沿 % 才 方 向 平 


移 5 个 距离 单位 。 求 坐标 变换 公式 。 ， 
” 9， 在 空间 直角 坐标 系 中 , 车 以 三 矢量 本 = { 3, ~ 2， 1}， 
=- {2,1 -21 和 c = 11,2,2 ) 分 唱 作 为 办 的 wy 及 z 机 与 
所 转轴 安 控 人 并， 
0, 设 -- 圆 在 坐标 系 品 -xy 中 的 方程 为 x? + y? = RR?, 现 将 
原点 移 到 0O' (1,1); 并 转轴 至 , 求 该 加 在 新 系 中 的 方程， 
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第 三 章 和 天 量 的 乘积 


术 章 介绍 矢量 所 特有 的 几 种 乘法 运算 ， 这 就 是 商 拓 量 的 
标 积 与 矢 积 , 以太 三 医 量 的 混合 积 与 二 重 矢 积 。 它 们 的 运算 与 
一 般 标 量 的 蒋 法 有 很 大 的 差别 利用 矢量 的 仅 标 分 解法 ,同样 
可 将 这 些 矢 基 弱 积 转化 为 特殊 形式 的 实数 运算 。 

通辽 应 用 估量 乘积 所 具有 的 几何 性 质 , 就 能 方便 地 解决 
有 关 和 角度, 长度, 面积 以 及 体积 等 方面 的 开 何 问题 ,从 而 进 一 
步 六 着 拓 量 的 应 用 范围 。 


$3.1 天 量 的 标 积 


一 , 标 积 的 概念 


定义 两 矢量 和 如 的 模 与 它们 之 间 夹 角 的 余弦 的 对 积 ， 
岂 做 和 省 的 标 积 史记 件 * 旭 引 , 公式 表示 为 


好 ,而 = la Ib cosvo. 6 (3-1) 
议 有 里 cos ;本 代表 三 各 之 间 夹 角 的 祭 撤 ,可 以 看 出 ， 标 积 的 
定义 与 坐标 系 无 关 。 


根据 矢量 的 投影 定理 ,由 图 3- -THj 知 ，] 机 | cos xer, 扩 是 5 在 
qm 上 的 投影 ， 而 |@ cos ow, 下 则 是 让 入 上 的 投影 。 即 育 


一 一 = 一 一 一 一 一 -一 - 一 


辽 , 也 移 兴 |) 战 积 ， 计 积 不 数 其 束 。 
过 湾 作 各 #b” 四 两 将 息 中 国 的 #*” 号 不 能 等 盾 ， 理 册 称 为 花 居 ， 而 六 
闫 是 张 汗 。 
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(种 ) = 一 人 


en 
及 (3-2) 
(am) = | 
2 [Bl] eont ot by 
于 是 式 (3-1} 可 写 为 1 
a b= Ia. {0), 图 3-1 
a b= [bl (a), (3-3) 


两 矢量 的 标 积 是 一 标量 , 而 不 是 矢量 。 

拓 量 的 标 积 应 其 很 广 , 在 物理 学 巾 常常 要 讨论 力 的 作 功 
问题 ,而 功 的 概念 就 是 以 力 与 位 移 的 标 积 来 表述 的 。 例 如, 一 
物体 在 重力 下 作用 下 沿 和 斜面 下 滑 , 识 司 为 位 移 矢 量 , 下 与 尽 的 
率 前 为 bs 那 末 于 所 作 的 功 就 是 

下 = 下 局 = .下 | cosf] 向 | 
= FI Sl cosd 
即 功 { 丈 ) 是 下 两 兵 量 (下 和 总 ) 的 模 和 人 有 信 的 可 和 
表 证 的 一 个 标量 。 


一 标 积 的 性 质 了 


我 们 先 级 述 标 积 的 运算 性 磺 ; 也 就 是 它 的 代数 运算 规律， 
然后 讨论 它 的 几何 性 质 。 

1。 标 积 的 返 算 性 质 To 

1》 满 足 交 揽 律 -9; 
好 -而 = 再 .本 站 (3-4y 

视 据 标 积 的 定 光 式 (3-1), 有 cos a; 和》 王 cs 而 了 7 可 吉 
式 (3- 全 请 立 : 亦 下 全 积 与 两 从 时 的 先后 类 序 无 关 。 
二 2 与 数 乘 满 足 结 合 律 : 7 

Sa 


Ga)b=a C06)= ha.6) (3-5) 
其 中 和 为 实数 。 
证 由 摄影 定理 及 式 {3-3)， 在 
CGa)y:6= 5 Om),= I h(a)s 
= \(g:6), 
同 理 ; 可 得 
mAb) = Am 8) 
密 此 可 知 , 与 矢量 相 羔 的 数量 可 以 取出 放 在 标 积 记 号 的 外 将 。 
3) 满足 分 配 律 
qb+e)=q:bta:e {3-6) 
证 因为 
a d= a (Hs 
所 六 
a (B+e)= a (B+o), 
(三 上: 表示 (6 -He) 和 估量 在 @ 方 向 的 投影 ,年 据 投影 定理 
2.2, 和 大 吕 和 53 投影 等 于 疾 量 摄影 的 代数 和 , 即 
(B+e), = CB) Co), 
所 以 
a (B+e)= ol Bb) + Te)。 
= +a-c 
同样 可 以 证 明 
q+:cetrd)=a ctard+betbd {3-6a) 
2， 标 积 的 几何 性 质 
1) 零 括 量 与 任 一 矢量 的 标 积 等 于 等 。 
知 站 或 二 为 零 尔 量 , 由 由 式 (3-1)7， 显然 肥 
ao:B= la |] 而 cosm,B = 0 
由 于 和 零 拓 量 的 方 季 是 任意 的 ,可 以 看 作 与 任何 失 量 垂直 。 


$2 


据 此 , 若 两 个 非 零 矢 寻 的 标 积 等 于 零 ; 那 末 由 式 (371) 责 知 ,两 


拓 量 必 互 成 90" 角 ,由 此 有 
定理 3.1 两 个 非 零 拓 景 (wm 和 5) 互 相生 荀 的 充 要 条 件 ， 
是 它们 的 标 积 等 子 零 , 即 
b=0 ”X83-7) 
2 着 两 非 兴 矢量 g 和 5 共 线 , 则 
Bb= + 三 | [0d n (3-8) 


式 中 站 负 号 分 别 送 用 于 同 向 及 反 向 情况 
这 个 结果 是 明显 的 , 因 若 与 5 平行 且 局 向 ，cos 《可 b> 
=t0$0 =1, 则 . 


a= Ila! 可 
而 当 反 向 时 ,eos la， Bb =cossw= 一 1 所 以 
本 = -lal | 


3) 若 s 和 之 间 的 夹 角 大 于 或 小 于 于 , 则 标 积 为 正 
值 ;反之 若 光 角 在 立 和 福 x 之 间 ， 则 为 负 值 。 


4) 利用 式 (3-1), 两 非 零 舌 量 a 与 5 之 间 夹 角 余弦 的 表示 
式 可 写成 


costa b= a (3-9) 
5) 睦 量 与 它 本 身 的 标 各 gq 5; 常 简 记 作 a? ,由 
aq = lal la cosia,o) = wr! ? 
由 
c2 出 = ie| 。 (3-10) 


即 拓 量 之 黎 的 平方 ,等 于 这 矢量 与 术 身 的 标 积 。 


履 its 是 数 录 平方 的 符号 ， 有 时 称 之 为 矢 必 的 苏三 平方 。 
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桂 列 地 ，, 菩 各 为 单位 藉 量 , 则 有 
a:=1 
例 3.1 证 明 三 角形 的 余弦 定律 
Gz wb:+ 2 一 25ccos 人 cy _» 
证 在 二 骨 撒 3C 中 , 设 AB=e, BC=a, .AC = 此 (图 


3-2)。 于 旦 有 
C w= —e€ 
$ oe 册 ] 
好 一 《而 一 个) 
种 8 而 
= (BbB-e):=66+rerc— 26¢ 
图 3-2 则 有 
a = +e:—28:0 
于 是 
(Ig! ?= IB ?+ el -2|b fel cosch,ey 
即 得 


a 二 站 二 0 一 Doc0SCDC》 
例 3,2 证 明 :, 等 腰 三 角形 的 顶 朋 平分 线 . 底 边 的 中 线 , 高 
线 和 中 垂 线 必 重合 。 
证 ”在 三 角形 .48BC 市 ,已 知 4 了 = 4 上 为 8C 边 的 中 点 
一 一 > 一 全 
(图 3-3)。 设 AB=B, AC = gf 则 
| 和 = le 


二 e -= 了 (6+e) 


| 


(Bre)'e-6) 


图 3-3 AD、 BC = 


34 


nl 2 
= (0 52) 


=5( ‘0 2 一 (| 2) 
一 $7 2 是 pa 


则 据 定 理 3. 1 可 知 , 必 有 -4 1 即 AD L838C .因此 "AB 于 
是 底 边 的 中 线 、 高 线 , 因而 也 就 是 中 和 登 线 。 
又 下 起 (3- 9), 有 | 
> 3 > i, i (B+te). 2 
ostAD, ABY = en ， ， 
MD 4 .4D fo 


二 +-e) 


i 5 全 疡 Bf 


> b+e)'e 
cos CAD, ACY = AD: 2 
a pe la 


5(8 c +2) 


2 
§ . |4AD| lal 
因为 8 = ic| , 邮 有 65: =e?。 所 有 
cos¢AD. jb = cosc AD, ©) 
而 角 (A4D 5) 和 角 《如 站， 者 是 锐角 , 故 有 
.xD48= LDAG 
这 就 表明 ,A 辐 芭 是 顶 角 4 的 平分 线 ，， 
以 上 两 倍 讨 论 了 标 积 在 几何 上 的 应 用 。 由 于 标 积 是 用 疾 
量 的 模 及 角度 来 定义 的 ， 而 这 种 运算 符合 于 一 些 代 数 运 算 规 
律 , 放 有 关 长 度 和 角度 等 几何 方面 的 问题 ,就 可 由 矢量 的 标 积 
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运算 来 解决 ,从 以 上 可 以 埠 电 ;这 种 解决 问题 的 方法， 一 般 说 
来 既往 单 又 方便 。 


三 、 标 积 的 坐标 这 这 法 


无 论 是 空间 锋 量 还 是 平面 矢量 ,只 识 知 道 两 矢量 的 直角 
举 标 ,就 可 算出 它们 的 标 积 ,下 下 讨论 的 问题 嵌 以 窑 闻 情形 为 
镜 , 至 于 平面 情形 ,只 要 视 竖 坐标 为 零 , 即 可 得 出 相应 的 结论 。 

1。 在 空间 直角 坐标 系 口 -xyz 中 ,坐标 矢量 引 下 和 天 都 是 
单位 矢量 , 且 两 两 互相 重 直 ,于 是 根据 定理 3.1, 以 及 闪 线 矢量 
的 标 积 的 性 质 ,# ,了 了、 二 之 间 具 有 以 下 的 奈 积 关系 ， 

1) 1:7= 0 :k=0, ki=0 


(3-11) 
2) d=1, FF7=1, KR:k=1 
即 两 个 不 同 的 华 标 矢量 的 标 积 为 零 ! 两 个 相同 的 坐标 关 量 的 
标 积 为 1 。 


2。 在 室 间 直角 坐标 系 中 ， 设 给 定 两 矢量 @@= {ageoy， 
6: } 和 曙 = { 55,,5; 。 利 用 上 述 坐 标 矢 量 的 标 积 关系 ， 以 
及 宪 积 的 分 配 律 , 就 能 导出 两 矢量 的 标 积 的 侍 标 计算 公式 。 
b=(tatta d+taR) (otto f+, 人 
= (afdttoa,d+ak).bi 
+{aod tia tak)b,7 
+ (of+a,s+akR)'b.k 
=abdrftab ditabk.:t 
+ ab f+taby sj: ftab,k:j 
+t abd Rt ab sy: kt+obk:k 
所 以 
:b=a,b, +a,b,+a,b, (3~12) 
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即 两 关 量 的 奈 积 ,等 于 它们 对 应 的 学 标 分 量 的 绞 积 之 和 。 训 过 
些 标 来 计算 标 积 是 相当 容易 的 ,因而 式 C(3,12) 的 应 用 十 分 广 
泛 。 1 
3。 根据 标 积 的 坐标 计算 式 (3-12), 可 以 对 标 积 的 几 柯 性 
盾 作 以 下 的 进一步 推论 。 
1) 两 个 矢量 (a 和 5) 互 相生 家 的 充 要 条 件 ,是 它们 的 相 
应 坐标 分 量 乘积 之 和 等 于 零 , 即 ， 
dxbst+ ody + bs 0 


3) 两 个 非 零 矢量 gq ,8 间 尖 角 的 余弦 的 总 标 表示 式 为 


qsbs 十 qvD, + 
eos BD) Tr EE (13) 
3) 在 空间 直角 坐标 系 中 ， 任 一 矢量 的 华 标 分 晤 ,等 于 它 
与 各 学 标 矢 量 的 标 积 。 即 
各 一 [健全 如 :天 ，、. (3-14) 
例 5.3 给 定 三 成 4ti， 1,1).8(2,2, 1) 和 C2， 1， ?2)， 求 
两 天 量 AB 和 .4 的 溢 角 9。 
解 AP=02- DEt+(2-1)7+(1-1)k 
t+ 
A (2 Dit+(l-1)f+(2-1)k. 、 
=¥+k 


—y 
AB* AC = (+r F(t hk) = ji+iRkt+t jk 


-i 下 - 
又 一 “2 LE = 
由 式 (3-13), 得 . 


出 


#7 


1 
2 
所 以 


p= 之 . 
3 


例 3.4 证 明 两 角 之 和 及 两 角 之 闺 的 余弦 公式 
cosl(at+B)=cosacosd ~ singsings 
costa— =cosacosh+ singsing, 

证 (1 ) 在 平面 直角 坐标 系 口 
-x 中， 取 两 个 单位 位 和 失 # ,和 下 2 是 
< = (Ps d= 图 3-4)。 
” 则 根据 式 (2-26a), 有 


FI= {cosr,Sinm} 


峡 3-4 P= {cosB,- sing} 
且 F!1 和 Pr 的 夹 角 为 4+ 月 。 
又 由 式 (3-13), 有 
costgt+8) = -0 Tr 


Ti =Cosacostd + sine( 一 Sin 月 ) 


Costr+B)=cosacosp ~ sinagsing 
{ 2 ) 如 图 3-5, 《P15 拉 = 《ry 
> = 忆 。 两 个 单位 位 所 8 ,2 可 表示 
为 
Fi= CoOsd, sin } 
= {cosp,sing } 
这 里 7 和 #2 的 夹 角 为 4 一。 
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cos(a— Pp) = = PL 


re - 7 
ri = cosacosPh+ sinaesinp 


cos{r— Pp}= (cosacost + sinesinp) 
倒 3.5 证明 不 等 式 
(gib1 十 2 十 G 2 (gi +a3 + ad) (Cb? tb2+b )D 
成 立 。 
证 设 全 =-tdly32y33 ,B= (ppzypa 出 
=a +ab: 十 is 
又 根据 标 积 的 定义 ,有 
:6 = Io! Bl leos cn, B)| < a| 十 | 


ei IB| = af tad tai A bf+63+6 
所 以 有 | 


leib1 + 0262 + asbs < dl +a2+o: 


而 


x af 好 + 下 十 


将 上 式 两 边 平方 , 即 得 | 
(abi t+aabe + asba) (af t as tas)(b? +h2 +63), 


心 让 牛 下 莹 式 穆 为 柯 西 - 施 志 获 不 短工 。 其 一 般 形 其 为 
鼻 ， 1 和 
( 这 < ) < Dos 
l=1 了 mm pl 


式 中 等 号 仅 当中 = = *， 基 天 舌 量 共 线 时 成 立 。 


习 县 


1, 已 知 两 矢量 G9、5 的 夹 角 9 = 过， 且 ‘a =3,156| 


= 4 。 试 计算 ， 

Ci a 6B 2) Ca 3) a 8)(4) oa, 

C5) B66) (要 一 而 )2 (7 (a+t+b)!’ 

(C8) ta-Bb) (ath 9) 30- 26) (0 +260).。 

2， 判定 以 下 各 式 是 否 正 确 ? 

(I) wa=a’, (2) a a:= lg:, 

(3) qia= &@ 3， 

(daab)y=a 6.(5) ab b= 1b a, 

(6B) (Cat) =a +20b+6:, 

(7 (at a-b=a:- 68, 

(8) (a b= 加 | B909) Va: md 

3。 两 矢量 和 如 必须 满足 什么 条 件 ; 才能 使 矢量 疗 + 儿 与 

所 安 一 五 瑟 直 ? 

4， 设 本 , 吾 .e 为 单位 矢 重 ,日 满足 @@+ 五 +e = 0 , 试 计算 
ou: cecte'r, 

5。 江 =3D 一 29,6=Dp+4g, 有 DP 和 gq 是 杞 相 荆 直 的 单 
位 天 电 , 求 :加 

6。 证 明 , 平行 四 边 形 两 对 角 线 的 平方 和 等 于 四 边 的 平方 
和 和 。 

7。 已 知 空间 中 三 个 非 零 和 拓 量 a ,b,c 两 两 型 直 , 且 尖 量 
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= 入 + Ac 求证 ， 


_ Pa _p'b bc 
《17》 Mea {2) 2 万。 再， C3) A eee” 


8，。 用 矢量 方法 证 朋 ; 内 接 于 一 疗 , 有 以 该 图 直径 为 一 边 
的 三 角形 是 直角 三 角形 。 
93。 用 矢量 方法 证 明 :三 角形 的 三 条 高 线 相 交 于 一 点 飞 重 
心 )。 
10。 用 矢量 方法 证 明 : 对 角 线 互相 垂直 的 平行 四 边 形 是 
菱形 。 
11。 从 正方 形 的 一 个 顶点 引 两 直线 ,它们 分 别 平分 对 边 。 
求 这 两 直线 则 的 来 衣 。 
12。 给 定 矢 量 @= {iyt -4} ,6= {2 一 21。 试 计 
算 ， 
C1) ob, 2) 全 | iB ,C3) Oa, Bb, (4) (BY),, 
13。 一 质点 在 力 了 = 路 +47 + 6 下 作用 下 ; 发生 位 移 
访 =31+23 了 一 无 ,计算 该 力 所 作 的 功 , 以 及 力 与 位 移 间 的 类 
角 。( 力 的 单位 为 牛顿 .长度 的 单位 为 米 ) 
14。 已 知 U= 15, 2 一 3 = {-3.9:z} 互相 牌 直 ， 
求 z, 并 计算 CD -28):。 
15。 给 定 三 括 量 @- {1, 一 2,1} ,b= {2,0,3}， 
d= { 一 8,1;0} 。 求 满足 矢量 方程 组 
六 ' 江 二 4 
Bb'x =20 
人 和 二 
约 拓 量 Y。 
16。 设 关 明 + 35 与 天 量 7G 5856 迁 直 ,估量 太 - 4 与 多 
景 ?人 -2 站 乍 直 。 求 拓 量 @ 与 才 之 间 的 夹 角 。 
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17。 以 力 加 作用 于 一 质点 ， 使 质点 从 起 点 il 2 一 二 
物镜 终点 村 (2,5, 一 1+3V 2 )。 设 力 的 大 小 为 100 咎 顿 ,方向 


角 依次 为 闻 、-、 卫 。 求 力 志 所 作 的 功 (长 度 单位 为 米 )。 


18。 求 与 大量 = {2, -1,2} 闪 线 , 且 满足 方程 如 小 
= 一 18 的 尖 量 友 。 

19， 者 二 个 天 量 @ ,b,c 两 两 瑟 家 ; 且 lal =1, | 如 =2， 
Ie! = 3, 试 求 拓 量 尽 = +B8+e 的 模 ,以 及 它 分 别 与 8,Be 所 
成 之 角 的 对 弦 。 


$33.2 天 量 的 僚 积 
一 、 矢 积 的 概念 


作为 矢 积 的 物理 横 还 ， 在 力 
尘 上 就 是 力矩 。 力 答 是 表示 力 对 
物体 作用 所 产生 的 转动 效应 的 物 
理 晤 。 例 如, 力 素 对 于 定点 口 的 力 
要 ， 可 以 用 一 矢量 站 来 表示 (图 3 
-6), 它 是 一 个 具有 大 小 和 方向 的 
量 。 
力 朱 量 值 的 大 小 等 于 力 户 的 
大 小 和 力 营 4d 的 乘 税 ;有 即 
IN [=iF la。 
而 4 也 就 是 从 O 点 到 力 盏 的 作用 线 的 距离 。 
设 加 的 作用 点 为 P, 令 ?= DOP,9 = (再 )， 岂 
可 二 | 六 lsing 


于 糙 力 第 的 大 小 是 . 
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IN |=l FI lr Ising 
力矩 的 方向 接 下 述 方 法 确定 。 

用 右手 申 指 表 示 ” 溢 最 短路 径 旋 转 到 克 购 方向 ,这 时 大 姆 
指 的 指向 就 是 力矩 下 的 方向 (图 3-6)。 显 然 ， 权 同时 垂直 于 
和 百 , 即 六 和 恒 直 于 站 和 机 所 决定 的 平面 。 时 此 ,天 与 力 扼 页 构 
成 右手 系 。 

综 上 所 述 ; 可 知 素 示 力 矩 的 共 量 于 ,其 大 小 和 方向 完全 由 
力 品 ,以 及 力 的 作用 点 PP 对 于 点 O 的 人 和 ?所 衫 定 。 这 样 的 娄 
积 就 是 两 疼 基 的 关 积 。 

定 凡 ”两 矢量 加 与 五 的 矢 积 巴 是 一 个 矢量 ec。 它 的 模 

lel=ial|ilb lsincw, By {3-15) 
而 方向 与 如 , 首 邦 牌 直 ， 即 简直 于 如 和 古 所 决 
定 的 平面 ， 且 按 、#、c 的 顺序 社 成 右手 系 
《图 3-7)。 记 作 


= 归心 利 


= 在 X 外。 

根据 定义 , 尖 积 是 一 拓 量 ,而 不 是 
标量 。 两 个 矢量 经 过 上 述 运 算得 到 一 
个 矢量 ， 这 也 就 是 失 积 这 个 名 称 的 来 
源 。 

从 图 3-8 容易 媳 出 ，g 与 5 的 拓 积 
的 模 ， 恰 好 是 以 兰 . 站 为 两 邻 边 的 平行 
四 边 形 的 面积 。 平 行 四 边 形 遍 边 长 为 
la j， 高 为 | # isin ee, 6)， 所 以 面积 为 

S=|axb | 
=| a |b lsincw, by 


总 括 积 也 首 拨 如 积 或 外 积 。 
Ba x b 读 近 bb 曲 
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凡 此 ,两 矢 显 交 矢 积 的 模 的 几何 意义 ,是 以 这 两 舌 晤 为 邻 边 的 
一 个 平行 四 边 形 的 面积 。 


二 、 基 积 的 性 质 


}。 上 儿 何 性 质 
1) 零 舌 量 与 任 一 矢量 的 天 积 为 等 。 
这 一 结论 可 从 拓 积 的 定义 直接 得 出 。 
车 两 个 非 零 矢量 的 和 拓 积 为 零 ; 则 由 式 (3-15) 可 知 , 这 两 天 
量 的 灾 角 或 为 0 或 为 xy 因而 有 
定理 5.2 商 非 鹤 矢 量 平行 的 充 要 条 件 , 是 它 人 1 的 失 积 等 
于 和 零 , 邯 
axb=0 
2) 任 一 矢量 站 与 髓 身 的 和 舱 为 零 , 即 
X= 人 0 


3) 十 非 等 矢量 q ,5, 其 夹 骨 的 焉 摔 可 写成 


sintw, Bb) = We (3-17) 
4) 两 个 互相 疏 直 的 秋 量 ge .再 的 活 积 的 模 ， 等 于 4 与 5 的 
模 的 者 积 ; 即 
laxb|=|lallb | 


因为 这 时 sin Co,by = si nF = 1, 


将 天 积 与 标 各 对 应 能 刀 何 竹 质 的 特 岂 相对 册 , 可 以 看 出: 
两 个 平行 和 拓 量 的 特征 是 它们 的 和 拓 积 为 零 ， 而 酚 个 粗 互 惟 直 的 
过量 的 特征 ,就 是 它们 的 标 积 为 零 。 
2。 运算 性 质 
1) 具有 反 交 换 性 
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uxd= -bxa (3-18) 
这 个 性 质 是 根据 矢 积 的 定 兴 得 来 的 。 
苑 若 交 搁 两 天 量 的 顺序 ， 那 末 和 它们 的 天 积 
的 措 疝 相反 (图 3-9)。 因 此 矢 积 的 值 与 几 个 
矢量 的 顺序 有 关 ， 这 一 人 性质 与 实数 的 运算 


截然 不 同 。 
2) 与 数 乘 满足 结合 率 国 3-8 
(A X 本 = 部 X (人 可) = 人 全 X 6) (3-19) 
证 若 g /和 或 和 A=0, 或 如 .中 有 一 个 为 零 , 则 式 (3-19) 
显然 成 立 。 


在 以 上 三 种 情况 之 外 ， 有 
] 0a) x Bl=}l a | | Bb sincheg, bb}, 
|ax CB) =| a | | Bb lsin oa, *b), 
[ataxB) =| iol 1B sincg, b>, 
当 和 A>0 时 , 角 <,B = a) = 和 BD); 过 入 过 0 时 ;前 
< = x -A068) = x 一 《rh ,在 这 三 种 情况 中 都 有 
Si 可) 而 》 = sinchas by = Sin 站 M6} 
所 以 
| ae}yxBl=lax tb) |]=] ,axb) | 
义 因 汶 Qe) x Bax (AB) 和 和 (eg x 丁 ) 者 垂直 于 ,如 所 决定 的 
平面 ,页 它们 是 互 四 平行 的 。 而 有 生 在 和 A 渤 0 时 ， 它 们 与 4 x 再 同 
内 ;在 <0 时 , 则 与 a x 8 有 反 向 ,这 就 表明 ,无 论 和 0 或 和 过 0, 它 
们 的 方向 者 相 局 。 
综 上 记述， 可 知 (46) x 和 a x (站 ) 币 (站 X 曾 ) 是 模 箱 
等 , 且 方 向 相同 的 舌 量 。 所 以 有 
CAu)y x b=eax tb)y=Aax Bb), 
故 与 天 量 相 乘 的 数量 可 以 取出 放 在 其 积 号 外 。 
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3) 满足 分 配 笠 


(ga+Bbxce=axecthxeo (3-20) 
证 设 c" 为 与 6 同 庙 的 单位 
矢量 , 则 有 
c=lelc' 


首 完 证 明 (@+ 85)xe'=ax 
而 Xe"。 考察 天 量 qxe'， 
1 华 同 村 垂直 于 好 和 ec"， 可 用 作 图 

法 求 出 这 个 天 量 。 
如 图 3-10， 入 为 与 c" 恒 直 的 平面 ,将 天 量 @ = OA 投影 到 . 
入 面 上 ,得 分 拓 量 O.4, ,并 注意 到 
一 一 一 全 
[1D4 和 =[O4leosA AOAL =| alsin ee! 
=| |ie? lsinca, ey 


然后 将 OA: 在 杂 平 而 上 绕 点 0 按 顺 时 针 方向 转 圣 ， 得 到 


一 一 > 
关 量 人 〇 4: 。 并 且 有 
-一 他 一 -人 
OAs!l =1 O41. = 人 |] er lsincg, ey 
所 以 _ 
104; = exeo0 | 
一? 一 一 
XO0A4: 重 直 Qg 和 和 ce" ， 且 SC 、O4z 构 成 右手 系 , 则 有 


OA =uxe 
其 次 ,以 A 为 起 点 作 侨 量 5 = 4, 那 来 
一 >” 一 一 一 一 
OB=OA4+ AB=@+b 
py 
将 口 A4.O0B 投 影 到 NN 平面， 得 到 -个 由 4 、X.B 和 OB 构 


色 在 呈 3 合 3-15 中 ， 利 思 混 侣 各 的 仁 质 ， 给 直子 一 个 比较 简 种 的 证 明 。 
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成 的 三 角形 OA1B1( 图 3-11)。 再 
将 三 角形 OA1B, 在 诗 平 面 线 


点 D 顺 时 针 方 向 转 冯 ,得 到 和 


QA1B, 爹 等 的 三 角形 0.4 8 。 
从 以 上 讨论 可 知 ， 


一 一 
Od: = 要 Xe 图 3-11 


Aaba=bxe', OB,=(a+ Bxo . 


由 于 

+ 一》 + 

OB; = OA + A DB: 
所 以 

(ur+rBxecr=axer+rhxe' 
由 此 有 


{arb xece= rb xleclce =lelatd)xe? . 
=|elaxeirbxe'y 
=axelclrbxe|e 

即 得 
atbxe=-axerbxe 

从 这 个 性 质 的 证 明 中 ,我 们 得 到 一 个 法 则 , 即 对 于 两 矢量 
《其 中 琶 一 拓 量 都 是 和 关 量 多 项 式 的 形式 ) 的 撩 积 的 求法 ， 可 候 
略 普 通 代 数 中 多 项 式 的 乖 法 ,也 就 是 由 逐 项 粗 冬 的 方法 来 完 
成 。 不 过 矢量 的 顺序 不 能 醒 便 交 搞 ,因为 天 积 是 反 交 换 的 。 

例 5.6 证 明 ， 平行 四 达 形 的 面积 ;等 于 以 它 的 两 条 对 角 
线 为 边 的 平行 四 边 形 面 积 的 一 半 。 > 
证 ”如 图 3-12 所 示 , 设 ABCD 为 平行 四 边 形 , 记 42B =a; 
AD = 是 , 它 的 面积 显然 为 | @ xX 6 |。 又 
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一 一 
AC=a+b 


一 -一 字 


一 一 
本 刁 = 了 五 = 种 一 而 


下 
册 BiAC、AE{ 即 DB) 为 和 邻 
边 所 板 成 的 平行 四 边 形 


E AEFC 区 面积 为 | (ga - 相 ) x 
区 3 (a + 8) 1, 
根据 分 瑟 律 法 则 ,有 有 


cq- xarb=a— bxata-b)xb 
-uxa-bxram+raxb-—-bxb 
= (eax a 
所 以 
laxB l= l(a Bx(at+b) | 


例 3.7 证 明正 弦 定 理 


妇 pb c 


sinAd sinB 
证 设 三 角形 4ABC, 三 个 内 角 4,8,C 所 对 的 边 为 49,8,c， 
一 -- “一 一 一 
BC= ,CA=6,AB=e(g3-13), 胡 
并 十 和 十 忆 = 人 0 
将 上 式 等 葵 两 边 的 笑 量 分 别 与 #&、 省 作 
b o 和 天 积 , 则 有 
w+ + ce)=0 


和 
a c Ba bxta+rbt+ey=0 


图 3-13 答 将 两 式 展开 ,得 


xa+oamxh+traxe=0 
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肌 
pratbxb+rbxce=-0 
因为 axq=0,68x b=0, XK 
txe= -exouaxb= -xa 


于 是 得 
x=cxo, 
和 
auxb=bxce 
而 相 洛 关 量 的 横 必 相等 , 则 有 
IaxBl =Icxal| 
及 
Iaxb|=ibxel| 
于 是 有 
lallBlsin(x -C=lallclsin(x -8) 
和 和 v 
lallblsin(xr -C= Bl|le lsin(r = A) 
所 以 | 
Iga|_15|l_ ce 
si ~ sinB ;i 
即 


好 b Cc 


sind4 sinb 
一 一 一 
_ 例 3,8_ 设 三 个 位 天 OA=+F.， 
OB=$¥;,0C = 3 求 其 终点 44、 召 
和 C 亿 于 同一 直线 上 的 充 要 条 件 。 
媚 ” 如 图 3-14 所 示 , 有 
万 了 = 一 池 : 和 拷 3-14 
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一 一 和 
已 五 三节: -fr 
-一 > 一 
漆 4 ,五 .C 三 点 共 线 , 则 如 4 与 C 共 线 ， 即 后 1 一 2 与 ?2 一 
8s: 共 线 。 根 据 定 理 3.2, 估量 ?7， 一 了 :与 捧 量 fs 一 ?73 共 线 的 一 个 
充 肾 条件 为 
(Pi — PX =0 
邢 
Ft 三 心 

由 于, XxX?2 =0, Hrs XT = 一 六 | 他 3， 于 是 得 到 三 个 位 天 
人 12 和 他 的 终 后 共 线 的 苑 要 条 件 ， 


rx + XPT = 


三 、 笑 积 的 华 标 表示 法 

根据 以 上 讨论 的 有 关 性 质 ， 我 们 可 用 医 量 的 侈 标 表 达 式 
来 描 太 两 天 量 的 天 积 。 鸭 此; 先 讨论 - :下 坐标 和 天 量 间 的 加 积 闫 
系 。 

1。 让 空间 直角 坐标 系 〇 一 xvz 中 ;坐标 拓 量 、 了 和 天 部 
定 两 两 互相 垂直 的 单位 凑 量 , 且 按 内 下 了 大 的 硕 序 构成 右手 
系 。 于 是 ,根据 天 积 的 定义 及 其 性 质 ,让 了, 天 之 问 具有 了 以 下 的 
天 积 关 系 : 

1) ixi=0, FxF=0,RxR=0 
ix7= -7xi=k (3-21) 
TYER= -Ex7=1 
kxi= -ixE=J 


为 了 如 免 弄 错 以 了 公式 的 等 起 ， 可 借 押 于 图 3-15 才 且 记 
忆 ,。 用 法 如 下 : 
电 接 箭 头 所 示 方 向 ( 邯 送 时 针 方 向 ) 作 基 积 ， 其 结 于 等 
400 


2) 


于 第 三 个 矢量 。 

加 沿 道 箭头 方 庙 ( 即 硕 时 针 方 
向 ) 作 矢 积 ,其 结果 等 于 第 三 个 天 量 
的 逆 天 量 。 

2。 在 室 间 和 直角 坐标 系 中 ,两 天 
量 @= { arey 0 }! 和 B= {bb,, 
b. } 的 舌 积 的 举 标 表示 式 流 

xB= (qb,— oad t+ (Cab 

— gb) f+ (aby — ob ) FR 


_las es a a p+ | ok 
b, b. Db: pe b. b, 
i 7 Ek 
| Uy Wy Us (3-22} 
bs HH Bb, 


对 上 式 可 推导 如 下 ， 利用 矢 积 的 分 配 律 性 质 ， 有 
axb=(atta, tokR)x (bt th, + ok) 
= gb xE tab ft)+tab kxt) 
+ ob x Ftab (Fx ER) +tab (kx 4) 
+aDbAi x ER)+ab (Fx RE)+ab(kx gk) 
再 由 式 (3-21), 可 得 
x6=ab RR) + ab (fF) + oD. 并) 
+ Gb t qb -fF) + ab(t) 
所 以 
a x b= (ab,— ab) + (0b — 9b) f+ Caby 一 Gy 天 
3。 根 据 以 上 讨论 的 结果 ,可 得 出 下 面 的 一 些 推论 。 
1) 我 们 知道 ,两 矢量 @@ 和 特 弟 行 的 充 要 条 件 是 本 x 古 =0y 
则 由 式 (3-22), 有 
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yb — dbs = 0, abs — rb:=0, 
tb, — a =0 
名 和 


和 R 
[me 
or 


个 式 子 与 定理 2.3 的 引 论 完全 一 致 ,可 用 来 判定 两 关 量 是 否 
了 行人 和 Db,b: 中 至 少 有 一 个 为 零 时 , 宇 就 失 沙 意义 。 
2) 天 各 的 模 可 以 表示 为 


a 
ex Cz 四 的 < re Uy (3-23) 
Bp, Be| Bb: oD, 
三 于 大 二、 
/ ‘gy dl 0 
| 二 | + 
sincgsb) = ee Ce De Pe bs (3-24) 


Vo ta + a: Vb + ob, + Db,2 
例 3.9 求 既 阜 直 于 天 量 儿 = 人- + 2 天 )， 又 垂直 于 撩 
量 = (28 一 2 了 7+ 2 下) 的 单位 氛 量 。 
解 ” 根 握 所 积 的 定义 可 知 ，E x 囊 是 用 异 直 于 又 疏 肖 
于 名 的 估量 (但 不 一 定 是 单位 估量 ), 改 可 先 求 出 @x 如 .由 式 
3-22， 有 


i 7 Kk. 
tx6= 1 -] 2 |=21+27+0Kk 
2 -2 2 
而 
[IaxBl=v 4+4 =2 2 
所 以 


axb oF+2FtOk 


(a x B)? Tax 2、 也 


(f+), 
VY 2 
这 就 是 所 求 的 单位 恬 量 。 
例 3.10 证明 以 4(x1,y1)、BCxs;y2) 和 已 (x3;73) 为 顶 
点 的 三 角形 A48C 的 面积 为 
| x1 yr 1 
S=+ 池 X2 92 1 
| xs ya 1 
其 中 当 行 列 式 为 下 值 时 取 *+ ”号 ,为 负 什 时 取 * 一 
证 将 4,B,C 作 为 空间 直角 坐标 系 巾 xOy 坐标 面 上 的 
点 ， 这 样 就 可 记 作 4x,,y ,0》、 B(x y2:0), “3sy350)» 


作 撩 量 了 让 rs 由 胡 
48 = {x2— Xi ys oy} 
及 


一 一 > 
AC= {Y%3 一 Xiyyas 一 4 人 0 } 
-3 


由 前 面 的 讨论 可 知 ,三 角形 48C 的 面积 等 于 以 .各 和 从 
为 邻 边 所 构成 的 平行 四 边 形 面积 的 一 半 , 则 有 
S= HABxAC, 


1 jxo~x wa 

3 va— yi | 

二 3 一 
这 一 多 ys — yi | 
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所 以 
YL Ji 1 
吃 = 二 XxX Ya 1 
Xs ya 1 
例 3,11 证 明 恒 等 式 
{a + G27 + a ) 0 + ba? + bs’) 
— (ab;+ abs + gbs)’ 
= {ab ~ 06) + (abs ~ asb2)? + (asb, ~ Gb3):D 
证 设 在 空间 直角 坐标 系 中 ,给 定 两 和 无量 
a= faiyazyas} ,B= 4b,b2,bs} 
草根 据 标 积 的 姓 质 ,有 
du=a:+a?t ta :=ie | 
二 并 > 
b-:b=b?2+ba? tos =|b! 
=: 
ub=ab+abrt+aosb; 
由 式 (3-22) 可 知 , (a2bs 一 asbz) asp -aips) 和 (fo - 
42b 1) 就 是 x 是 的 坐标 分 量 。 因 此 有 
Cabs — a201): + ab — Gd)? 十 (Ge 有 ~ a.b3)! 
=|axb!=(axb)’ 
于 是 订 题 可 遇 结 为 证 明 矢 量 恒等式 
(axb): =a Bb- (ab) 
由 于 
(‘ax b=|laxbl: 
= do ||b lsince, 6 ): 


他 谈 式 称 为 网 勒 - 拉 格 朋 日 恒等式 。 
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=| cz 是 再 jsia2ce 下 
=| aaj cos:c,b) 
所 以 
(axb) i =a:6: {ab): 
例 3.12 设 一 刚体 绕 通 过 加 点 的 轴 、 以 角速度 旋转 。 证 . 
明 其 上 任 一 质点 好 的 线 速 度 为 
_ 六 二 全 XP 
其 中 #= 口 甫 ,是 点 太 的 位 关 ; 拓 量 旬 的 檬 为， 方向 则 是 在 给 
定 的 旋转 下 接 右 手 定 则 确定 。 
证 如 区 3-16 所 示 ， 作 和 拓 积 四 xy 则 有 
| oxr|=| @!l|lr |sing 
因为 质点 硅 在 一 半径 为 
PM =] rr |sin0 的 区 局 上 虐 运 动 ; 它 
的 线 速 度 g 的 模 是 w(| Fr [sin9) ,所 以 
[vo|=|@xr| 
紫外， 吕 X 均 的 方向 垂直 于 晤 及 Y 上 且 与 
多 的 指向 相 局 。 由 时 即 得 
v= XP 


避 称 为 角速度 拓 量 。 


习 题 


1。 两 矢量 的 闫 积 的 模 有 什么 几 条 总 义 ? 妇 xx 百 =] 人 不 上 
[五 |sink@ ,下 这 种 写法 对 吗 ?为 什么 ? 

3。 车 ws 和 加 是 两 个 单位 矢量 ， 问 人 0 x 面 "是 藻 还 是 单位 
矢量 ? 在 什么 条 件 下 它 一 定 是 单位 笑 量 ? 

3， 着 q? 和 Br 是 两 个 不 平行 的 单位 矢量 , 问 2 于 y 
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表示 什么 ? 
4。 化 简 下 列 各 式 ， 
(C7) Ix{Fi+hR ~ Fx(i+rR tkx it T+ hk), 
《2) axatb+ier+rtb+e x (a 2b). 
(3) (09+ 26) x (a ~ 2b), 
CA mt 2 C2B -R22P) XX (mR- pi)o 
5， 给 定 二 拓展 gq = 和 ;1-1},B= 41-1,1;3}, 汶 
{1) wxb, (2) 起 xx 如 
《3)》 29x7, 《4》 ax, 
6， 一 个 四 面体 的 顶点 为 口 . 4、 品 、C， 分 别人 和 位 于 原 铝 莹 


一 一 -一 人 一 一 外 
XY,2 轴 上 ， 生 OA=af,0B=5F ,OC = ce 大。 求 四 面体 的 表 
面积 。 
7 .已 知 角 《az, 杖 = ox, 是 La 1= 1 百 [= 2 计算 ; 


C1) (tax:; 【2) coat Ox ot 26) 

8, Beatb+re=0,Eaxb=bxc=cexo, 

9。 设 本 和 名 是 互相 全 直 的 单位 矢 明 ， 试 计算 由 Pp = 2g+ 
3 和 = + 468 所 构成 的 平行 四 边 形 面积 。 

10, 一 力 绕 一 给 定点 的 力 算 ?定义 为 =X 于, 其 dir 是 
从 给 定点 到 力 耻 的 作用 点 的 揪 量 。 设 有 一 力 了 = -这 + 了 + 5 下 
《 咎 顿 ), 作 用 点 的 位 舌 为 ?+ 3 + 形 ( 米 )。 试 求 : (1) 绕 原点 0 
的 力矩 {牛顿 : 米 ), 用 誉 标 表示 ; (2) 弹 点 Ot0;10,0) 的 力 答 。 

11。 试 导出 两 角 之 和 的 正 长 公式 

sin(ta+ B= sinacosp+ eosasing, 

12, 已 知 两 和 万 a = 21 一 了 + 在 生 =f+ 2 了 一下, 求 辐 时 
与 如 .发 重 直 的 单位 天 量 e。 

13。 设 有 沽 质点 Pi 砷 pbs; 其 位 自分 因为 ?1 =42+3 了 了 圭 
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23k Rr 一 2 二 108+5 天 。 试 求 

《1T)》 让 2 浊 志 的 位 天 ， 

《2 ) 每 个 位 天 的 大小， 

(3) 每 对 位 秋 关 的 来 角 ， 

《4) 闫 积 六 Xo 

14, xO=cxdaxc=bxd, iBHa~d Sb-e 

15。 已 知 一 个 三 角形 的 项 点 是 A (1 2)、 8 (3,5) 和 C 
《1i+3w3， 3--2 3)。 试 计算 

{1) 三 角形 42C 的 三 内 前 ; 

(2) 三 边 的 长 度 。 > > 

16. 设 三 角形 ABC 的 两 个 边 48 = 3 一 4 和 有 BC = 1 + 
28, 其 中 1 和 名 是 单位 必 量 , 且 互 相 垂 直 , 试 求 高 CD 的 长 度 。 


33.3 次 量 的 混合 积 与 二 重 矢 积 


以 上 两 节 我 们 讨论 了 矢量 的 两 种 乘积 ， 即 标 积 与 矢 积 ， 
它们 元 论 在 方法 上 还 是 在 结果 上 部 是 不 相同 的 ， 但 参与 运算 
的 乘 数 限于 两 个 矢量 。 

现 谋 我们 来 研 究 三 个 矢量 gg ,5,6 的 乘法 运算 ,不 难看 出 ， 
三 和 天 量 相 莱 的 凡人 富 从 有 有 三 种 形式 ， 

(abe; 《全 六 再 Joe (uxb)xe 
第 一 种 情形 是 先 以 两 和 拓 量 a 和 5 数 性 相 乘 , 即 作 成 标 积 @:5 而 
得 一 标量 .再 镑 其 与 第 三 矢量 c 相 乘 ， 结 果 就 得 到 一 与 e 共 级 
的 天 量 (q*)e .利用 胡同 的 方法 , 还 可 以 掏 成 与 ,46 种 自 共 
线 的 天 量 ( 机 CC) 理 太 (人 ) 吾 -因为 两 矢量 的 标 积 运算 得 到 的 
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是 一 数量 ， 故 土 述 这 种 情形 相当 于 一 数量 和 一 矢量 祖 匀 。 因 
而 它 在 实质 寺 与 第 - -如 中 所 订 论 的 数 欧 天 年 没 有 区 别 。 

在 后 丙种 情形 中 ， 丙 矢量 @@ 和 和 吾 矢 性 相 梁 ， 得 矢 积 加 X 硬 ， 
这 是 一 矢量 ,从 上 叱 , 它 与 第 三 天 量 c 既 可 数 性 相 科 ,如 (ow x 四} 
人 3 也 可 所 牢 相 莱 , 如 (6 x 走 ) x 6 这样 ,前 一 运算 结 尼 是 一 标 
垩 ,而 后 一 运算 结果 是 -- 括 量 。 

定 愉 ”对 村 给 定 的 三 个 矢 虽 ,其 中 任意 两 个 矢量 的 关 积 ， 
知 与 第 三 天 量 作 成 标 积 , 则 所 得 # a brs 
的 温 侣 积 ; 欧 与 第 三 矢量 担 作 笑 积 , 则 所 得 结果 是 一 矢量 ， 

做 让 三 天 量 的 二 重 关 积 。 


一 、 基 是 混合 积 的 几何 意义 


现 以 (名 六 本 "C 的 形式 为 例 。 设 ,如 再 .Ce 为 三 个 交 于 一 点 而 
不 共 面 的 矢量 , 记 O- ae,05 5， OC = Cc, 以 它们 为 楼 移 成 
一 于 行 六 面体 (图 3-17), 先 在 Q x 百 ; 显然 ,这 个 所 积 在 数值 上 
等 于 以 Qa、 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 面积 ， 方向 垂直 本 和 和 4 所 
沁 定 的 平面 ; 即 人 A422 而 ,如 图 中 的 OD, 按 右手 定 则 , 当 妇 绕 OD 


鸭 3-17 
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设 最 短路 经 转向 5 时, 它 与 坐标 系 的 * 轴 绕 z 轴 转向 y 轴 的 方 疯 
一 致 .再 将 矢量 e 投 影 到 OD 上 ， 得 分 矢量 OC7 ; 设 其 值 为 4, 风 
h= =| Oe leosg 
其 中 g 是 0C 与 OD 的 夹 角 。 而 线段 0C' 显 热 午 直 于 ,5 所 成 
的 平面 , 亦 即 是 以 个 .二 和 和 e 组 成 的 平行 六 面体 的 高 。 于 是 该 乎 
行 六 面体 的 体积 为 
广 =1O4 x0O8 | | OC eosg 
:其 
: VV=igaxblle leostOD, OC (3-25) 
容易 赫 出 ,上 式 右边 就 是 (人 x 太 )e 的 绝对 值 , 因此 ,Wa.b.e 
为 三 楼 的 平行 六 面体 体积 为 . 
V = (a xb:e| (3-25a) 


当 0<y< 卫 , 即 0D= a x 与 c 位 于 OA4B 平 面 的 同 俩 时 ， 


一 一 池 一 一 一 
costoD,OCy>0; 因 币 
(axb:e>0., 
而 当 3 < 起 Tx: 即 DD=@ x5 与 ¢ 位 于 品 A4B 面 的 两 侧 


时 ; 则 cos 0D,O0》 一 0， 因 王 
Coax) ee<0。 

大于 上 述 两 种 精 癌 , 若 从 二 矢量 qe 所 成 二 面 角 的 内 
部 往 顶 点 怠 观 赛 它们 的 顺序 时 ， 可 以 看 出 ， 前 者 按 道 时 针 方 
河 ; 而 后 者 按 须 时 射 方 向 。 据 此 ,将 上 县 有 前 一 种 里 序 基 系 的 三 
矢量 称 为 右 旋 系 , 而 后 一 种 叫做 去 旋 系 。 

由 此 ,混合 积 的 几何 意义 可 简 述 如 下 ， 

三 矢量 的 混 人 台 积 的 绝对 值 ， 等 于 以 这 三 个 撩 量 为 楼 所 构 
成 的 平行 六 画 体 的 体积 。 当 二 矢量 为 右 旋 系 时 , 混合 积 为 正 ; 
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而 当 三 尔 重 为 左 肚 系 时 ， 深 全 和 为 负 。 

根据 以 革 的 讨论 ,我 们 得 条 

定理 3.3 二 个 矢量 共 面 的 充 过 茶 件 是 它 们 的 混合 积 等 
于 零 。 

这 个 定理 可 以 从 混合 积 的 几何 意义 直接 加 以 验证 。 由 于 
三 父 量 混 合 积 的 绝对 信 等 六 由 它们 所 构成 的 平行 六 面体 的 体 
积 ,因而 , 若 王 矢 是 下面 ; 则 这 六 面体 的 体积 等 于 军 ; 于 是 三 
量 的 混合 积 为 举 。 反 之 ,车 三 矢量 的 泥 合 积 等 于 零 ， 邯 平行 六 
面体 的 体积 为 他， 因此 这 三 个 舌 量 共 面 。 

下 面 分 别 列 出 定理 3.1、 定 理 3.2 以 发 定 理 3.3 的 条 件 ， 以 


便于 比较 证 坝 。 
1)》 两 大 芋 .省 互相 种 二 的 傈 们 :C7 于 3.1) 


x =0 
《 标 税 等于零 ) 
2)》 两 矢量 交角 六 靶 线 的 条 件 ( 定 理 3.2) 
axb=0 
(天 和 等 于 零 ) 
3) 二 大 量 @ .6.c 共 而 的 条 件 ( 定 更 3,3》 
(uaxbe=0 
《三 天 重税 寓 合 积 等 2) 


三 、 混 合 积 的 代数 性 质 
1， 不 服从 和 父 才 律 , 即 当 安 摘 泥人 台 积 中 两 夭 量 的 位 置 时 。 
混合 积 灾 号 ,期 有 
(Be 一 (相称 三 ) 
= (xc)h 
=~tCxH uu 
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这 是 因为 ,在 给 定 的 一 个 拓 旺 az , 玉 .c 中 , 当 交 换 其 中 某 两 
个 天 量 的 位 置 时 ,就 改变 了 这 三 个 舌 量 原来 的 顺序 ,使 原来 的 
右 旋 系 变 成 了 左旋 系 ( 或 者 相反 ), 因而 混合 积 变 号 , 即 所 得 的 
合 积 为 原 混 合 积 的 相反 数 。 但 是 ,不 管 各 拓 量 的 硕 序 如 何 改 
迹 , 由 它们 所 构成 的 平行 六 面体 却 是 肉 一 的 ;因此 ， 写 们 的 温 
全 积 的 绝对 值 相 等 。 
2， 轮 换 三 矢量 的 位 置 , 其 混合 积 不 变 。 
‘axb:c=Bxo a cxa)b (3-26) 
显然 ,这 三 个 混合 积 都 等 于 以 a .8,6 为 榨 的 平行 六 面体 
的 体积 ,因而 它们 在 数 信 上 相等 。 此 外 , 渤 既 . 必 ,c 组 成 右 旋 系 ， 
则 在 轮换 其 顺序 后 ,所 成 的 而 .ee. 人 及 .全 也 必定 是 大 旋 系 ， 
所 以 三 个 混合 积 的 符号 也 相同 。 
A 
过 矢 性 相处 记得 的 矢量 ， 再 与 第 三 矢量 数 性 相 乘 的 结果 。 由 
此 ;根据 两 笑 量 的 标 积 和 炎 积 对 于 数 鞠 具 有 结 合 律 、 以 及 入 
分 配 律 等 的 性 质 , 就 不 难得 出 涡 合 容 的 以 下 两 个 昨 质 ， 
3， 对 于 数 科 满足 结合 律 。 
Aux Be= 0 x bc. 
= (xb) Nc) (3-27) 
= be 
4， 满 足 分 配 律 。 
(ux Be tte)= (xb 0 +(x be 
Cu. ta x Ore= a Bretta. x be(3-28) 
[axtB, tO le= {taxb 0 ta x be 
二 拓 量 混合 积 (@ XxX 相 只 可 以 简 记 为 [a 和 ,ej 
侧 3,.135 证 有 明 尖 二 矢量 GE ,6,C 满 足 条 件 
axorbxetrexa=0 .. (3-29) 


il1 


则 ,加 人 CO 是 共 面 天 量 。 

证 由 定理 3.3 可 知 , 营 要 证 明 三 矢量 是 共 面 的 ， 就 只 颇 
证 明 它 们 的 混合 积 等 于 零 即 可 。 为 此 ,将 舌 基 gg 与 已 给 的 条 件 
等 式 两 边 作 点 乘 


uaaxbhrixcerexaqar= a 


汕 
oxB) tea: bxe) +a(exa)=0 
根据 混合 积 的 人 性质 ,有 
ou) = -baxoa)=0 
[ee 一 本 0 
则 
ua:tbxc)=0 


所 忆 三 矢量 ,6 .ce 共 面 。 
例 5.14 设 A、8,C 是 不 在 同一 直线 上 的 三 点 且 它 们 对 
于 原点 的 位 所 分 别 为 .如 屋 c, 证明 她 X 而 二 本 Xe+ 心 X 丰 是 征 
直 于 过 4. 召 .的 平面 的 天 量 。 
证 设 f 是 4. 如 .CC 平面 内 任 一 点 如 的 位 类 , 则 类 量 一 
如 一 各 和 CC 一 避 共 面 。 由 定理 3.3; 有 
(TB x(c— ea)=0 
即 
(rr-oaaxbtexcectexa})=0 
二 是 矢量 x58+bxc+cxa) 玲 直 于 所 量 fr 一 因此 也 就 
惰 站 于 A,8#8 化 平面 。 
例 5.15 证 明 矢 积 满 足 分 配 律 
‘mreb)xce=axethxe 
证 ”我们 先 来 证 明 ， 著 天 量 息 癌 时 垂直 于 三 个 不 共 面 人 
量 ypi ;和 9， 则 三 必 为 堆 詹 量 , 即 写 =0。 
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用 皮 证 法 ; 设 岛 半 0, 由 于 FP 、f2 ,3 都 与 态 付 直 , 因而 它们 
都 间 时 与 垂直 于 矢量 妨 的 一 个 平面 平行 , 据 此 , 由 共 面 疾 量 的 
定义 ， 则 ?>: ,fs、7s 共 面 ,而 这 与 题 设 相 政 盾 ,所 LS = 0。 
于 是 ,根据 上 述 事 实 ,并 利用 标 积 的 分 配 律 以 及 混合 积 的 
朝 换 性 ,就 可 对 本 题 作出 证 明 。 
现 设 ?为 任意 矢量 , 则 有 
[人 十 机 ) Xe 人 = Cxr) (如 二 而) 
ex) (texr).6 
= (er+(hxe):* 
=[(gxe+ttbxe Dr 
于 过 
LatB)xelr-tlaxce) tbxe)r=0 
即 
Ct}xe- uxe) 一 (再 xe)] 加 =10 (3-30) 
由 此 ， 浴 令 大 量 S=[t@+B)xe-(oxe)- (Bxe)), 
虽 亿 与? 垂直。 由 所 设 ? 的 任意 性 , 若 依次 取 y 为 :rz 和 ys，, 且 
六 1 ,他 2 .不 共 面 。 于 是 由 式 (3-30) 可 知 , 访 是 同时 与 三 个 不 共 
面 天 基 ? : ,9z、 们 3 垂直 的 矢量 ,所 以 有 =0. 即 
(uth) xe-{axc)- (Bxe)=0 


-a 
本 


故 得 


‘m+rbxecaqaxecibxe 
例 5.16 试 将 任 一 矢量 忍 表示 成 二 个 不 共 面 朱 基 -ww .5 和 
的 一 个 线性 组 合 。 = 
解 ”根据 线性 组 合 的 定义 ;有 
@ 册 [Ca 4b)x eer=Cax c) 4 (bx eI 一般 不 能 直 摘 得 到 (a 的 ea 


x5+ bx e, 这 是 因为 空间 中 王 直 于 同一 笑星 & 的 两 个 矢 基 4 有 6 不 一 党 相等 ， 斤 名 
话 议 ， 由 &*b 二 站 sa 不 一 征 得 到 由 三 让。 
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S=ratngtriec (3-317 
先 求 系数 m。 为 此 ,用 矢量 百 x ec 与 式 (3-3S1) 两 边锋 量 作 点 . 
Ei 
(BxeS= Bxe ratrbtte) 
(Bxornamt+ibxerb+t boxe) rte 


=mtbhxceq 
因为 a .6,c 椒 共 面 ,所 以 ( 眉 xc) GE 二 0 
则 有 
_{(Bxe) Ss _Ib,c,s) 
Bxe nu lab,e) 
司 旭 
CxS _ eas ,axb)Ss_ Ca,b,S] 
"exa nb tab,el axe tg,b, ce) 
所 以 
1 、 , 
S=7E 6 (cb,esSarreaS:b+ca,b, Se ) 
(3-3]ay 


外、 混合 积 的 坐标 表示 法 


1。 在 空间 直角 众 标 系 O-xyz 吊 ， 设 三 笑 量 .5c 的 伐 
标 分 量 为 
一半 区 gl } ， 吾 = fxay4azvsgsa = { xss Yiy 
Zs } 
据 两 矢量 的 矢 积 的 行列 式 表 示 式 ( 式 3-22)， 有 
| 形 
«xb=| Xl YI I 


] Xo Yi -| 
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| =1 + zi 区 | + J 外 


| 33 zz | | 22 x? 2 2 
青 由 矢量 的 标 积 的 坐标 表示 法 ,得 
[Lab,ci= (axD)'c 
= Xs jy !|+ ys 十 了 1 8 
加 避 3 i 2 Xs 2 
即 
ix YH1 ZI 
Ca b,cl= [x2 yz 22 | (3-32) 


Ws Ps 
这 就 是 ,6 三 天 量 的 举 标 表示 式 。 
2。 根据 定理 3,3， 利 用 混合 积 的 坐标 表示 式 (3-32)， 可 
得 到 以 下 的 重要 推论 : 
在 室 间 直角 举 标 系 中 ， 三 矢量 @ = {x1，y1;21.} ,下 = 
{Yay3y2s22 和 6C= {ws Vss2s 其 面 的 充 要 条 件 为 
XN) Ji 
2 Vi 22 
Xs HY} 2 
我 们 已 在 定 娃 2,4 中 得 出 这 一 结论 。 通过 比较 可 以 看 出 ， 
利用 混合 积 来 证 明 就 显得 十 4 分 简捷 。 
3 3， 人们 扩 导 四 体 的 体 束 公式。 
给 定 空间 中 四 个 点 
se BF:), Cer i 
(fra)。 由 立体 几何 学 可 知 ， 
四 面体 4BCD 的 体积 ,等 于 
以 它 的 同一 项 点 上 三 条 楼 为 
边 所 构成 的 平行 六 面体 体积 图 3-18 


= 小 


的 1/6。 为 此 ,不 切取 以 4 为 顶点 的 三 条 楼 42 .4C 和 .4D( 图 
3-18)。 于 是 根据 混合 积 的 几何 意义 , 容 > 
Vascn= 癌 (ABXx AC) AD | 


pn 
一 学 
AP=F; -FI 
一 一 > 
AC 一 学 3 一 名 1 
一 
AD=P, 一 | 
出 


Fascn = 3 [入 2 一 六 1) X Cs 1 1 | 
《3-33) 
芋 4.B.C,D 四 点 的 从 标 分 别 流 (%,,Y,， 之 1 {Xa Yas 
22) (Hs yas23) Rxiy yds 24), 则 该 四 面体 的 健 积 可 由 下 
式 给 出 ， 


2 NL M2 YL 22™ EL , 


Vascp = + 三 Wa Hl Vea— Yr 2 一 全 (3-33a) 


| 
行列 式 为 正 值 时 取 " + ”号 ,为 负 值 时 取 * 一 ”与 。 
车 所 给 的 四 点 是 共 面 的 ， 则 由 它们 作 顶 点 的 四 面体 的 体 
积 必 为 零 ; 上 反之 ， 当 度 所 给 四 点 作 需 点 的 四 面体 体积 为 零 笛 ， 
这 四 点 必定 共 面 ,于 是 ,由 式 (3-33) 和 式 (3-33&), 得 出 四 点 共 
面 的 充 要 条 件 是 
CP = (3-34) 
或 
[a 一 各 Ya Y1 22~) 
Ms 一 和 1 Ys— YY 2 2 |=0 (3-34a) 


! 
| | 
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充 要 条 件 ( 式 3-34a ) 与 第 二 章 8 2.2 所 得 到 的 结论 是 一 发 的 。 
出 3,17 给 定 矢 量 儿 = 线 一 3 站 十 男 ， 而 = 2248 + 3p 和 ee 
= 天 十 ?天 十 克昌 实 、 和 ,多 是 互相 垂直 的 单位 矢量 。 试 求 以 季 、 
如 ,CC 为 棱 所 构成 的 平行 六 面体 的 体积 。 
解法 一 ”根据 混合 积 的 性 硕 , 有 
V=| (ox)c|= Cm- 3 + p) x (2 + -3p)) 
-Ca + ?RR+ Dp) | 
=| [mm -3n+D) x2m+ (mint+p) x 
+ (2 — 3 + OD) XC— Ip +2R+ Dp 
= [Tm xRtamnx p+5pxm) (m+n+ pp | 
= [TOm x +ERX B+ Dx) 2H | 


=7+8+i0 
= 25 
这 就 是 所 求 平行 六 面体 的 体积 。 


解法 二 以 sn .nn 和 少 作为 坐标 矢量 ， 建 立 窗 间 直角 坐标 
系 ; 了 于 是 硬 ,省 .Ce 的 坐标 分 量 分 别 为 {1,-3,1} ，{2,1 -31 和 
{ 12;1} 。 这 样 ,由 式 (3-32) 就 有 
1 -3 1 
2 1 -3 
1 2 1 


=1 (axb)'e|= 


= 25 
将 以 上 两 种 解法 加 以 比较 ， 就 可 大 出 利用 举 标 运算 的 简便 之 
处 。 


五 、 二 重头 积 


1。 二 章 和 关 积 的 性 质 
将 天 积 (人 @X 古 ) 与 类 晤 e 作 估 性 相当 ,得 到 (@ x 是) x e, 册 
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做 三 ,再 三 天 量 的 二 重 夭 积 。 它 
骸 垂 直 于 e， 又 垂直 于 【三 X 而 )， 
因而 与 (& x 如 和 ie 所 和 于 面相 
垂直 ,而 (tt x8) 二 环 百 -] 妇 和 而 
所 在 平面 刁 的 ,网 此 (全 X 看 ) Xe 
是 与 要. 首 注 曾 的 一 小 矢 人 盘 ， 了 且 生 
直 于 交 和 三 两 个 光 面 的 妆 钱 (图 
3-19) 

由 于 (ex 五) xe GE 三 个 矢量 共 面 ， 财 根据 定 埋 1-6 可 
知 ; 它 们 线性 相关 ,因而 (x6) xe 亲 以 唯一 地 表示 成 ,如 的 
一 个 线性 组 合 , 即 


| 村 3-19 


(uxd)xec=mt+nb 
其 中 东 数 m,n 是 待定 的 ;可 以 利用 坐标 运算 来 求 出 。 
取 定 一 空间 直角 坐标 系 ; 设 & = { ss21 9 
B= {x ys} C= {Xs ys 2 } 由 式 3-32， 符 
xB= (ys — yz) tz x — Zax) 
tx ys — XY) 


则 
(ux dxoC= [2 x, 一 22X1) 2 一 《Xiya — Xay1 jy 
十 区区 ~ Krys 
— {W122 ~ Hz)2s I Ci 一 了 ED) 一 【之 ;Ya 
— 2sX1)X8 
而 


{21 — ZX1)28 ~ {Xr — Xe) ys 
= XRr2s tx VN Kir Ts ~ XVsVs 
= (XXXa XVIYs +t,2123)~ (XI XX ty 


+ X12 ) 


118 


={X Xs + V1 Ys T2123 Xs — (aN3 t Ysa 十 了 222s MX1 
疗 理 ， 
(xi ya 一 %ay1jXa 一 《人 y12a ~ ya212s 
= (xixas 二 ys 二 21I2a)98 — (Xaxs 十 Jay8 十 22234y1 
《41Ba ~ VeB1 Ys 一 【21Xa 一 已 IJXa 
= (xi%s 十 1y8 Tag ja ~ (xxs + ya ys + 22zs a1 


所 以 
(a xB)xe= (xixs tt yiys targa (xit yi + zk) 
， ~ (Xa tt ys ys teas Xt YF + ek) 
(qaxb)xec=(acb- (bon (3-35) 
于 是 ;m= 一 (Brc)n= (dc), 
出 祥 地 ,可 得 
(bxc)xa=(bha)c- (ca)b (3-35a) 
(exa)xb=e ba (a Bb)e (3-35b) 
对 于 另 一 种 形式 的 二 量 秋 积 一 一 xX{6xc), 同样 可 将 
它 表 示 成 相应 的 线性 组 合 : 
ax{(Bxo)= 00b- tab)e (3-36) 
同 理 


byexoa)=(b 0 ce- he a (3-36a} 

| Cx{uxb)=(e Ba- eu)b (3-36b7 

将 式 (3-35) 与 式 (3-36) 比 较 , 可 知 (@ xB)xe5Sax (6 

xj) 古本 个 完全 不 同 的 矢量 。 因 此 ,在 二 重 矢 积 中 ， 撩 量 相 怀 

的 顺序 是 十 分 重要 的 ， 表 示 运 算 顺 凤 的 揪 号 不 能 掉 换 ， 而 必 
须 按 括号 的 顺序 进行 运算 。 

乃 上 所 述 ， 可 得 到 二 蛋 矢 积 表示 成 相应 的 线性 组 合 的 规 

则 ;: 
三 个 矢量 的 二 重 矢 积 等 于 中 间 的 矢量 与 两 俩 两 个 矢量 的 
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标 积 的 乘积 减 去 括号 中 另 一 矢量 与 其 余 两 关 量 的 标 积 的 染 
积 。 

2。 几 点 推论 

ti) 将 式 (3-35 (3-85a) 及 (3-35b) 相 加 ,得 

(uxb)xet(hxcec)xatioxa)xb=0 

这 表明 , 若 将 三 矢量 的 位 置 加 以 轮换 , 则 这 样 所 得 三 个 二 重 吴 
积 之 和 是 零 关 量 。 

2) 车 三 矢量 如 .五 .e 正 交 , 则 

{axb}xce=06-004=0 
由 此 ;对 于 坐标 大 量 的 二 重大 积 , 有 
(2x 7)xE=0 

3) 着 = C;, 则 (tx) Xec 变 为 (ga x 避 ) xq。 这 个 儿 量 位 
于 如 和 省 所 在 的 平面 有 匡 与 4 刁 直 。 因此 ,由 二 重 笑 和 (@ x 是) x 
E 得 到 了 这 样 的 可 能 性 ,就 是 确定 一 个 方向 , 使 它 垂直 于 已 知 
括 量 qq, 且 位 于 和 另 一 攻 量 所 决定 的 平面 内 , 即 有 

(axb)xa=C00b-(b:a)a 

于 是 


b= pa tC(gxb)xe) (3-37) 


C 这 样 ， 我 们 就 得 到 矢 量 5 在 


8 
矢量 @ 和 焉 直 于 @ 的 方向 的 分 解 
; 《图 3-20)。 在 @ 的 便宜 方向 的 
0 | 分 量 为 


oe 
ot pe 1 
0 = 7 xB) x 


-twxbl| 


| Oe |= | 8 lsin¢a, b> = = Te I 
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例 5 18 计算 (ax (exz)， 其 中 d.5.c, 巡 为 空间 
任意 矢量 。 

解 令 Cx 避 = 了 ,于 是 

(uxbh (cxad)=(a x =(txa)b 
=[(exd)xoai:b 
=[(oae)d (ad)eb 
=(g"c)( dB6)- (oad (cb) 
= bd)- (ad (be) 

者 用 行列 式 表 示 , 可 为 


(uxB)(exd) -ee 2 
二 电 


特别 地 , 当 c = @,d =B5 时 ,有 
(a x =ab — (ah): _ 
而 在 例 3.11 中 ,这 个 恒等式 是 利用 矢 积 的 定义 给 字 证 明 的。 
语 3,19 ”证明 ， 
(axb)x(exqd)=p | 
Cre, 
其 中 a ,5.c、q 为 空间 企 党 四 个 尖 量 . 
证 令 c xd =[, 则 由 二 重 矢 积 和 的 运算 规则 ,有 
(qaxb)xE=(00)6- (ba 
=ta*exd) ob- hexd)a 
虽 
(axb)xtexd)=Ba,c,d) -atib,c,d) 
用 行列 式 表 示 , 即 为 


(axb)x{texd)=Ie 6,c,d) 
| @ [a,c,d) 
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可 是 


1，。 记 知 三 天 量 p= {2， -3 1 人 = (1，-13} 和 r= 
11;-2,0} 。 计 算 以 下 各 式 : 

(1) (par- (pr)g, (2 (DA) rr, 

(3) (PxXO) xr, 

2。 化 简 下 列 各 矢量 式 ， 

(1) a:rtg th+t+e)x(a +h)), 

{2) ut20— Ww) x tt 

3， 证 明 & x (Bxc)=blarc)- crta'b). 

4. Ea=i+ Fb=7+k,c= K+i,1t 求 

(1)r=axt{tbxe), (2) 8=(axh)xe, 

5, 证 明 w x(bxc})y+Bxcexaytex(oxb)=0, 

6。 证 明 (a x Bx(taxd)=g qa; 

7。 试 求 网 人 =3f~ 了 ,一 证 57 + 天， ra = 了 +2 到 为 
楼 的 平行 六 面体 的 体积 。 

8。 一 个 四 面体 的 顶点 为 4(1,1,1)，B(-1,1,1)，C(1， 
-1; 了 DD 和 D(Cl,1, -1) 求 其 体积 。 

9。， 判 凯 下 列 各 组 中 的 天 量 是 否 共 而 ? 

(108= {3,4,5}) ,B= {1,2,2}) ,c= {19,14,16}3 

{20 =a-2D+c,m=30+6—2c,n=7o+146 
-13c。 其 中 必 ,5、c 二 大 其 两 两 互相 重 直 ,有 旦 模 相 等 ， 

10。 证 月 | Ce 六 ,ce | 所 | a | 1 511 ce] 并 间 让 什么 条 件 
下 等 号 成 立 ? 

11。 纵 定 空 间 四 点 ; .401,11)，B(4,4,4), C03,3,5) 及 
DD(2,4;7); 试 求 忆 AB、AC、AD 为 屡 的 平行 六 面体 太 四 半 体 
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证 


.BGD 的 体积 
:2 已 知 二 姑 归 4 五 、 都 不 等 于 堆 ， 且 滑 天 2 下 的 关系 
= (a x Bb)xo ' 
试 确 定 它们 的 相互 位 置 闫 系 。 - 
13。 证 明 ;， 空间 四 点 -41*2，- 1 a -1,2,1) 
及 D(2,1,3) 在 同一 平面 上 。 
i144, 在 三 天 时 :6 中,c 算 直 于 ## 及 书 ， Ha, 5 癌 突 角 为 
30°,|@ |=6,| 51=3, 01=3。 求 (&, Bb, 6。 
. 15, 若 ]| 8 |=1;: 158|=2, 角 <(, 闪 = 00" Bg x (6 x 


“=b-aqa,。 be 


§ 3.4 六 最 概 念 简介 


在 理论 物 更、 连续 介质 力学 等 科学 领域 内 ,仅仅 引入 标量 
晤 关 是 的 概 准 是 不 够 的 ， 困 为 其 中 许多 物 型 量 已 超出 标量 与 
矢量 的 范围 ， 为 此 宪 必 瑞 引 六 另外 “种 较为 全 来 的 四 于 二 这 
就 是 张 重 。 ， 加 
一、 以 物理 上 引入 二 腑 泣 量 ,| i 
.弹性 体 发 生 形变 时 ， 黄 内 俐 一 般 神 在 梅 豆 皖 压 和 蕴 切 的 
作 果 ,这 种 作用 为 与 截面 的 取向 有 关 。 也 就 是 说 ,即使 在 同一 
位 置 ;通过 面积 相等 、 但 取向 不 同 的 而 元 上 的 力也 是 未 相 涪 
的 。 弹 性 为 学 的 症 务 之 一 ,就 是 要 计算 出 弹性 体内 业 点 通过 任 
意 取 向 的 单位 面积 上 的 力 ,. 队 而 也 就 知道 该 点 受 挤 压 和 剪 切 
作用 的 应 力 拷 沪 。 下 填 可 以 厦 出 , 弹 福 亲 内 本 一 点 上 的 这 种 相 
互 作用 ,可 以 用 张 堂 家 描述 。 
在 弹 往 体内 取 定 一 点 形 ， 作 一 包 国人 站 内 的 微 元 四 面体 
i23 


O4BC( 图 3-31)。 光 了 与 其 他 文 
” 南 一 臻 , 现 抒 直角 坐 慰 轴 记 帮 y19 
:yy Ys 轴 ， 把 矢量 的 上 坐标 分 量 的 
脚 标 记 作 1,2,3; 把 基本 单位 笑 量 
改写 为 81;8:183。 图 中 ABC 面 可 
以 取 任 意 方 向 ， 其 外 法 疝 笑 量 为 
l 3 al 3 作 n 此 全 曾 汶 别 量 家 于 YY1 轴 、y 5 
"oY 加 和 3s 轴 ， 且 备 以 相应 许 轴 所 并 
的 一 方 汰 正 。 设 A2BC 曾 的 面 和 为 gsuy 币 其 余 一 人 介面 的 面积 
分 别 为 dsiydsasadssy 则 
Cs = fdsn ds = Busds, 


， (3-38) 
dss = usd ss 
其 中 B19 为 2 与 7! 轴 夹 角 的 方向 余弦 (i = 1,2,3)。 
作用 于 DBC 上 的 力 ， 障 表 面 力 专 外 还 月 颖 量力 。 接 彩 
定义 ,表面 力 与 作用 面 有 关 , 而 质量 力 与 微 元 体 的 质量 有 关 。 
当 微 元 体积 ABC 向 六 点 无 限 监 缩 时 ,质量 妃 和 表 窗 力 相手 
为 高 阶 无 穷 小 , 故 可 扰 略 不 计 ， 从 希 计 及 和 耐力 。 此 处， 由 于 
存在 切 应 力 , 表面 力 不 和 作 诸 淋 强 短 ;” < 一 
.设置 于， 全:、 了 3 -分别 为 各 对 应 表面 上 的 订 力 。 由 于 
42C 面 的 外 读 钱 方向 与 所 取 的 组 方向 一 致 , 改 表 耐力 取 正 号 ， 
为 ds 到) 其 他 三 个 面 则 不 同 , 它们 的 外 法 线 方向 和 所 取 的 各 
标 轴 方向 相反 , 软 而 这 宇 个 夯 . 上 的 表面 为 应 取 负 号 ; 即 牙 别 为 
~ds, Fi) ds,; ~dssT, -+ i. 
于 是 ， 微 元 四 面体 OO.4BC 的 力 平 衡 方程 [ 赂 去 质量 力 y 息 的 
ds 一 3 《3-39 ) 
将 式 (3-38) 代 入 ,得 . | 
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,= pT: + Pst + brs Fs. a (3-40.) 
设置 , ,下 。 ,下 ,在 ?yys 坐 标 轴 的 分 量 分 别 为 
Ta 了 
了 51 了 sa ss ， | 
则 有 - i 
T= pn(T ey tTie2 + Ts ) 
FP Bg tT 8 T3885)- | 9- 
4 T+ Te + Ts es) 多 
= SbaTte, 人 3 


上 式 给 由 外 法 统 为 的 表面 上 的 应 力 与 三 生产 商 主 九 全 应 力 
Ty 的 关系 。 它 表 明 ,只 要 知道 ?3 的 思 个 应 轴 。 就 可 算出 任意 
给 定 取向 的 表面 上 上 的 应 力 , 于 是 M4 点 的 应 办 状态 出 就 守 全 浓 
落 . 因此 , 描 斌 二 点 应 妨 状态 的 上 流 思 个 有 序数 组 就 构 太 二 个 
张 量 , 称 为 该 点 处 的 应 力 张 量 。 
婵 性 体内 点 的 应 力 汰 态 之 所 以 要 九 个 教 来 表示 ， 是 因为 
在 考察 通过 弹性 体内 任 一 面 元 的 力 时 ， 既 要 考虑 面 元 的 方向 ， 
又 要 考虑 通过 这 个 面 元 的 力 的 方向 。 正 是 由 手 这 种 地 量 取 启 
的 特定 性 ， 使 得 这 类 物理 量 在 三 维 空间 成 为 需要 九 个 数 来 措 
述 的 二 阶 张 量 。 | .二 


二 、 张 量 及 其 运 押 


1， 张 量 的 江东 法 

前 面 我 们 讨论 了 矢量 的 西 科 委 法 , 即 两 夭 量 @ 和 65 的 点 各 
ca.5 与 又 积 XB。 现 引入 两 失 晤 的 另外 一 种 办 法 -一 并 排 相 
乘 , 即 


' |! 


= 


me 
T =A (3-42) 
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也 叫 散 有 和 忆 的 并 从 z 
芳 4、 8B 闻 是 三 维 空间 欠 量 , 即 可 表示 为 


一 人 工 
三 可 1 4， 十 所 7 4， 十 笠 3 A 


A 
全 
B=e.b, te:d, +eBs 
风 ~» 3 ， 
-Ceidi+eoy， + es (EIDS+Ee Pp, +es Ds) 
= AiBiee1 + AiB,amest A Bsee tA Bd ee!1 
+ A,B.ese: + .ABe2es + $s B16,0+ + AsP ,es82 
+ AsBsese, (3-43) 
这 个 并 僚 工 入 王 全 和 的 二 阶 张 量 , 共 有 洲 个 分 量 。 显 
然 , 并 锋 `4B 不 等 于 并 和 


光量 可 用 并 关 洒 家世 可 写 忆 和 形式, 过 屋 况 与 
东营 祖 似 ,例如 , 当 用 矩阵 来 表 示 关 量 4 时 ， 4 的 三 个 分 其 可 


(A) 
写成 一 个 列 和 矩阵 ,如 A 表 为 A ;用 短 阵 表示 张 量 了 时 , 即 
\ A,: 
竹 它 的 记 个 分量 指 丰 一 个 方 和 如 
RTT 
= ‘Tal Pes Tas | {83-44) 
Tal 了 3a 了 


将 一 阶 张 量 矩 阵 与 类 量 挑 阵 对 比 ， 可 以 看 用 ， , 欠 量 的 分 时 
为 一 标量 ,i 计 二 阶 张 量 的 分 量 则 是 矢量 。 "| 

著 以 /表示 维 数 ,以 表示 宕 次 、 加 对 于 三 维 空间 ,一切 物 
理 量 的 分 量 数 可 统一 表示 成 的 


其 中 
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大 蜂 只 有 六 个 分 类 时 ,对于 中 ns 电光 的 

基 量 有 三 个 分 量 时 ,对 应 于 2 = 1, 即 :性 从 Ney 个 二 

应 力 有 九 个 分 量 时 ,对 应 于 总 中 郑 由己 8 二 9 草 ， 

为 了 便于 讨论 ， 可 将 n 作 为 这 些 物理 量 的 院 容 # 溢 统 一 称 
这 些 物 埋 量 为 张 量 。 于 是 , 奈 赴 可 称 为 军阶 率 量 ;大 对 为 一 阶 
张 最 ,应 力 为 二 阶 张 量 , 还 可 构成 三 阶 以 至 # 阶 张 量 , 茸 二 BY, 
改 三 阶 慕 量 有 27 人 分 量 。 不 过 ?已 阶 议 业 网 张 量 已 不 可 能 象 矢 
量 那样 有 明显 的 几何 意义 。 下 


毕 标 来 表示 的 ,就 称 为 仿 革 正 交 张 兴 。 z 

2 几 各 特殊 的 二 阶 张 最 全 
单位 张 量 ? 
， 着 二 脐 张 量 ,其 元素 满足， 和 
Ti = { 7 (4-45) 

0 GD) pi 


ee 一 般 用 7 毒 示 ， 即 有 ， 年 扩 有 下 
下 : 让 : 的 本科 生机 时 六 上 扣 1 二 本 


-TO0.0 (4-46) 
rN 
2) 对 称 张 量 
若 张 量 了 中江- 她 盖 元 素 的 信 ， 不 关 虽 元 于 的 肥 标 相互 
置换 而 改变 ， 即 满足 上 泊 
Ri 二 4 47) 
训 称 此 张 量 为 对 称 彝 本 ; 天 有 入 个 银 立 分 委 。 
3) 反对 称 张 量 


一 壹 张 重 T 中 在 一 张 量 元 索 由 于 孝 科 的 梳 呈 是 Mae 
号 ， 即 有 
‘Ti Ti 和 和 (4-48) 


lg 


则 称 此 张 量 为 反对 称 张 景 。 它 的 主 对 角 线 上 的 各 分 旦 等 于 替 ， 
后 . 
3、 二 阶 张 最 的 代数 运算 
1) 张 重 的 加 、 减 1 
与 之 和 于 是 为 全 
-人 土肥 = Po he) 


”1 


可 见 , 张 量 的 加 法 服从 交换 律 和 结合 
2) 标量 与 张 量 外 慰 
标 时 4 与 张 量 T 之 积 ,是 以 v 对 7 的 各 分 量 了 7 所 成 的 张 明 ， 
即 
7 = LuT ee 一 《4-50》 


3) 矢量 与 张 量 的 点 乘 
矢量 了 对 张 量 了 作 点 乘 运算 时 ， 遵 从 相 邻 性 之 间 发 生 必 
用 的 原则 , 即 仅 与 构成 张 量 的 相 邻 矢量 作 运算 ,如 
和 了 一 于 (AB)= (Cf: .4)8B (4-51) 
而 
TB BF 
即 有 
FTET:F 
因此 ,在 点 药 过 程 中 ,前 后 次 序 不 能 调 赣 。 
4) 拓 量 与 张 量 的 叉 涨 
类 量 了 对 张 是 帮 及 中 肝 '， 也 仅 与 构成 张 的 相 邻 失重 
作 运算 ,如 
fxT=fx(AB)=(f xA)B (4-52) 
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同 祥 有 
fxTETxf 
5) 张 晤 与 张 量 的 点 震 
设 本 癌 江 ,P&S 分 为 -次 点 过 与 二 次 卡 染 : 仍 道 从 
相 邻 量 发 生 人 用 的 丫 则 。 
了， pS(AB). (CP) = (BCy A Ca- -53) 
可 见 , 两 个 一 阶 张 基 经 过 一 次 点 坎 后 仍 为 一 阶 张 量 。 
T+: PalAB) (C DD = (BOAD) ， Cu-50 
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斯 议 二 钦 点 老 是 4 标量 。， - a 
RR 
1 ,下 
~ 
i J 
ri 


第 四 章 矢 性 函数 的 微分 和 积分 


在 物理 学 ,力学 领域 内 ， 公公 研究 一 般 的 数量 与 数量 之 间 
的 关系 显然 是 不 够 的 , 因为 有 许多 问题 还 涉及 到 矢量 与 数 晤 
之 间 的 依 闲 关 系 。 例 如 , 在 经 典 力 学 中 ,为 了 找 述 质点 的 运动 
状态 ,就 需要 知道 随时 间 而 改变 的 位 置 和 拓 量 zr =¥( 介 和 迷 度 拓 
量 p =。(/)。 又 如 , 在 非 均匀 电场 中 ,电场 强度 是 随 空间 中 的 
点 而 改变 的 儿 量 ,我 们 研究 电场 ,就 要 知道 电场 强度 姑 和 点 作 
的 依赖 关系 召 = 如 (4)， 

从 内 容 上 来 看 ,矢量 包括 两 个 部 分 , 即 矢 量 代数 及 矢量 分 
析 。 以 上 三 章 讨论 了 舌 量 代数 部 分 , 它 的 对 象 是 常 矢 量 , 也 就 
是 模 和 方向 都 保持 不 变 的 矢量 。 以 下 几 章 讨论 矢 最 分 析 部 分 ， 
其 对 象 是 所 谓 的 变 矢 景 , 即 模 和 方向 都 会 发 生变 化 的 矢量 。 

本 章 所 讨论 的 内 容 是 以 后 各 章 的 基础 ,局 时 也 是 研究 许 
多 自然 学 科 常 用 的 一 种 工具 。 矢 性 函数 的 微分 和 积分 的 概念 ， 
实际 .上 与 普通 ( 数 性 ) 函 数 完全 类 似 。 因 此 ,我 们 在 学 习 过 程 
中 ,不 妨 与 普通 ( 数 性 ) 函 数 微 积分 的 概念 各 以 联系 和 对 照 ,这 
样 就 不 会 遇 到 什么 困难 。 


3 4.1 天 性 函数 的 概念 


我 们 知道 ,数学 分 为 常量 和 变量 两 类 ,对 于 矢量 ,也 样 世 

可 分 为 常 矢量 及 变 笑 量 。 常 矢量 的 模 和 方向 痢 不 改变 ,例如 质 
点 作 等 速 直线 运动 时 , 它 的 速度 就 是 一 个 常 矢 量 。 所 放 变 矢 ， 
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是 ;是 指 在 亩 讨论 的 问题 中 ;其 代 和 方向 ,或 者 其 电文 局 安 玻 
变 的 矢量 。 鲍 如 ,在 变速 直线 运动 中 ,速度 的 大 /jw 速率) 是 变 
化 的 ;让 匀速 曲线 运动 中 ,速度 的 方向 是 变化 的 ;而 三 变速 曲 
线 运动 中 ,速度 的 大 小 和 方向 都 是 涡 花 兰 坎 洁 消 上 出 以 王 这 三 . 
种 情况 来 说 ,速度 都 是 变 撩 量 。 ; 


mr 一 sr 一 


一 、 矢 性 丙 数 的 定义 


为 子 研 究 变 多 得 与 沫 一 数 景 的 函数 关系 , 祷 窑 欠 量 概 念 : 
的 基础 上 ,我 们 引入 和 撩 性 函数 的 概念 , 宗 义 如 下 ，，. ::， 

定义 ” 设 有 一 变 矢 量 g 和 一 数 性 变量 1, 如 果 对 于 本 区 间 
(t1,12) 内 取 定 的 每 一 个 值 , 剖 有 一 个 确定 的 秋 量 闪 和 它 对 应 ， 
由 称 g 为 数 性 变量 :的 矢 性 函数 ， 记 作 

: 各 二 狂人 人 1 
而 区 间 (t1tz) 称 为 和 撩 性 国 加 G@ 的 定义 域 。 

.在 物理 学 和 力学 中 ， 友 关 和 位 卫 数 的 例 名 是 很 多 的 .比如 
质点 作 变 巡 运 动 时 ,速度 9Y 是 时 间 1 的 函数 , 嘱 = 和 (六 泊 一 直线 . 
洪 罕 流体 的 稳定 流动 时 ,流速 是 这 条 直线 上 出 标 x 的 函数， 
二 吉 ( 训 )。 了 又 如 ;一 物体 受 变 力 百 的 作用 , 设 业 轴 林 关 1 运动 到 
Xz， 这 时 变 力 玉 以 及 速度 9 都 是 坐 术 x 的 国 雪 yy: 即 =F(x}y 
=x)s 而 区 间 (x13%2) 是 它们 的 定义 域 。 

到 一 空间 直人 闹 誉 标 系 0O-xyz; 将 条 性 函 梁 妇 ( 信 党 二 个 举 : 
标 轴 进行 分 解 , 显 然 , 所 得 的 三 个 分 量 都 硬 : 的 数 性 夯 数 ,我 位 
分 别 用 可 :站 ,看 ,C7 人) 各.( 门 来 表示 ， 它 们 也 就 是 a( 站 的 三 个 
上 坐标 分 量 。 于 虞 ,可 以 写 出 和 天 人 性 冰 数 (的 坐标 表示 式 ，: 

ot) 一 Ge 和 二 Gy 十 GE 十 
= {ox(f) ,q(t) ,a(t) } (4-2} 
其 中 主子 ,下 是 沿 二 个 华 标 轴 的 单位 舌 量 , 称 海 赴 本 单 以 矢量: 


£8} 


《或 坐标 矢量 )。 由 式 (4-2) 可 知 , 给 定 一 个 类 性 函数 ,相当 于 给 
定 三 个 数 性 函数 。 “ 


二 、 曲线 的 参数 方程 

为 了 能 用 图 形 宜 现 地 让 孙 笑 
性 函数 qa(1) 的 变化 情况 ， 我 们 将 
2 的 起 训 了 为 到 村 也 点。 这 

当 t 变 化 时 , a(n) 的 终点 就 随 
之 条 政变 ， 并 悄 色 由 一 条 曲线 ! 
《图 4-I)。 这 条 曲线 称 为 各 愉 诡 数 
呈 { 的 区 端 曲 总 ,而 式 公 -1 或 式 
《4-2) 就 称 为 此 团 线 的 上 关 量 方程 。 

__ 前 已 述 及 ， 一 个 以 坐标 原点 日 为 起 点 ,以 前 为 终点 的 无 量 
OM, 通常 就 叫做 点 加 的 位 天 , 且 以 Ff 表示， 


aORB= {yz} (4-3) 
若 终 点 村 的 举 标 x; yz 都 是 ! 的 商 数 ， 则 大 二 
ri)=. (x(t) v(t) 21)} 44) 
当 把 估 性 庄 数 (1) 的 起 信 到 为 坐标 原点 时 ， Whe W) 笑 

际 上 就 成 为 其 终点 误 的 位 和 ;加 、 1 
Qty = O07 ， 和 


于 是 ， 根据 位 加 的 特性 ， 它 的 三 } 本 标 分 量 . 本 ott) 和 
x(， 正好 对 应 地 等 于 终点 村 的 三 个 举 标 x(4),y(1) 及 z( 站 )， 


期 有 和 站 9 
(DD . 2 
yl) =at) .| (4-5) 
2{1) = 0a) 

这 就 是 地 线 1 以 ! 为 大 数 的 参数 方程 。 人 有， 
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， 翅 果 务 电 只 暴 模 变化 ,而 方向 不 变 ,那么 它 的 矢 端 曲线 是 
通过 狼 点 0 的 射线 ( 举 直线 (图 4-2)。 反 之 , 营 矢 重 的 并 不 变 ， 
而 只 放 变 方向 , 则 在 这 种 情况 下 , 矢 端 曲 效 匡 位 于 以 极点 0 为 
中 心 ， 以 楼 为 举 径 的 球面 上 的 某 天线 (图 4- 3! 


2 ~ 


加 1 ' 由 ， 中 
枚 和 2 


容易 膨 出 ,在 前 线 /的 入 时 方程 全 站 千代 二 和 数 广 程式 
(4-5)) 之 间 , 显 然 上 有 一 一 对 万 的 关系 。 因 此 ,只 要 知道 其 中 
的 企 一 个 方 入 ) 避 可 根据 对 应 关系 , 立 叶 得 到 另 … 个 力 萎 。 例 


如 炳 汉 和 
i 人 又 ， 站 


的 参 革 方程 种， 人 
1 osg y = -isiag 《OIC2s7) 
WE 和 加 为 
= {acosd,bsing } 
其 他 党 见鬼 如 国 抛物 线 、 双 南 线 友 搂 氏 车 ; 尖 可 旋 关 似 


推理 得 出 。 i Ei - 
-下 面 我 们 来 确定 矢 端 电线 的 方 移 2 和 
设 有 和 
=r(t) (hit) 


当众 #1 灾 到 #2 时 ， 若 科 让 的 终点 描 纵 出 办 六 1 到 村 8 的 一 条 上 曲 
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线 区 图 4- 和 人, 则 从 对 1 洛 曲 线 
! 到 对 ;的 方向 称 汶 该 前 线 的 
正 向 。 显然 ， 参数 训 值 增加 
的 一 方 ， 也 就 对 应 于 此 线 正 
疝 的 那 一方。 规定 了 正 同 的 
pi 曲线 器 做 有 向 曲线 。 例 如 ,由 
5 矢量 方程 ， 
2 Lacosg, bsing } (so<zm、 
表示 的 棋 图 划 线 ,其 正 向 为 道 时 针 方向 。 全 


42“ 大竹 图 数 的 极 攻 和 秆 续 作 


飞 


2 
了 和 闪 
3 rr - 


一 、 疾 性 负数 的 极限 的 定义- 


。 嘎 义 条 棋 负 六 gi) 在 1 的 条 个 让 有 究 交 (但 宪 1 
处 可 以 没有 定义 ), to 为 一 常 矢量 。 若 对 于 每 个 任意 给 害 的 正 
数 e, 都 在 在 一 个 正 数 6, 使 得 当 ! 满 足 0 之 上 -tol 之 6 时 , 就 有 


[ott) -eo Ce | 
成 立 , 那 末 我 们 说 , 当 二 后 时 , 矢 性 困 装 人 @( 切 以 轻 0 为 极 耻 ， 记 
作 rr ling 人 (= 是 -~ (4-6) 
ttn er 本 站 3 
二 s, 概 限 的 运算 法 则 


不 难看 中， 上 述 定 义 与 数 竹 函数 极限 的 定义 完全 糯 斩 党 大 
此 ,我 们 出 数 性 画 数 极限 的 运算 法 则 ,就 于 得 出 舌 性 因数 模 限 
的 相应 的 运算 法 则 。 

(人 MD 有 

持 yC 48(1),.6tf) 都 肖 极 限 存在 ;于 是 5 季 - 机 


3 


(人 人 + i) = mat) 十 se -7 


如 商 个 负 作 函 汲 的 和 (或 部) 的 极限 ， 将 再 各 之 机 ( 
差 )。 
| limMO)a(t) limAC ime) (4-8) 
to - -Tio -和 BR 
即 关 性 函数 与 数 性 亢 数 的 乘积 的 极限 ， 等 于 它们 的 极限 的 要 
积 。 ，.、 
特别 地 , 当 X 为 常数 时 ,有 
-limNe(f} = Nlimeg(t) (4-9} 


ftp si tt 


即 常数 因 于 可 以 扣 到 极限 符 号 的 外 面 。 
i ml) BF)) = lime(t). HimB(t) (4-10) 


即 两 矢 性 函 儿 各 村 各 的 极限 ,等 写 们 的 租 限 的 标 各 。 
了 (站 人) 二 (六 于 下 可 人) 【4- 11y 


即 两 关 性 基数 的 关 届 的 极 隐 ， 等 于 它们 的 极限 的 矢 租 ， 

由 性 疾 积 具有 及 奖 换 特 ; 故 式 (4-11) 中 两 个 染 数 的 次 序 
不 可 随意 交换 。 

根据 极限 的 定义 和 有 关 关 量 运 算 的 规律 ,上 述 极 眼 运算 
法 则 是 不 难 帆 巴 阳 昌 持 .下 鲜 我 们 来 证 时 二 人 -10 及 式 


《4-11)。 二 A 
(1) 证 明 式 (4-10%: C(t 5 人 = jit 水 
' tito 
mb YY ”i 
1 4 
证 设 


直上 = 4 a ta(t) a(t) } 
DD) = bt) bt) bt) } 


EE 


是 ， ”| 
Bb) sa b(t) toast BH) + ot lt) 
则 
lim(ett): Bt)) = lim (a(t)b(1) + as( tJB(L) 十 
Fr ti 


a 1)b( 1)) 
= {lima(t), lima(t), lima(t)} 
| 站 ti 


{ limb.(1)s Tirmb,tt), limb,(t) } 
' 宇 = lim Ct) ,0 (站 } "lim 


| 0 bt)s bi()) 
所 避 
iimte( 站 :8003 = Haacyimacn 
trio rt ftp 


(2) 证 明 式 (4-11), lim (a (7) x BC) = im 人 
fi -py 
x limB(t), 


, tria 


证 EE a limb 5, 其 中 和 6 为 确定 的 常 


类 重 。 
潜 察 天 量 &(t) x 5604) 与 天 量 X 忻 之 差 的 模 ， 
ut) x Bt) -axdl | 
= a(x 6) -ott)x brali)xb-— 
axb 
= I XxX {BD -Ot al) a xd 
ExtB -6 + 人) 一 本 
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- xB ， 
< lal 6c) ~ + oi: 
| EE B61@ a 

由 假设 ， 根据 极限 的 定 尽 , 对 巴 任 意 e> 0 :存在 者 正 要 
和 882:, 当 0 忆 并 -tl<5 及 0c 1 一 taz 时 ,出 看 

Ia-al<e RKI6C) -Bl<a:.. rc, (4d-12) 

取 5 = min { 54,82}, 则 当 0< i 一 一 8 时 ， 4 12) 中 的 
清 个 下 等 式 同时 成 立 。 

由 于 全 (| -lal 所 iat) 一 可 | <e 不 妨 取 s= 1 则 

[et < a TS 人 

其 中 4=max{ | 本 ， 在 | 二 1。 由 此 有 

at xB 总 炎 本 ed DE 二 

+iB| la(t) -al<2Ae 


pr ~ 


由 
Ji 人头 人 人 = oxb, 
ma x1imb i 
f 10 fip 
现 将 g(t) 和 wo 写成 从 标 表示 式 ,9 
at 
R= taorg tank ，， .: oo 
如 果 和 
limm(i) = 6) 
irip 和 
则 有 


一 一 一 “i 11 


中 利用 不 等 式 l a 二 b 二 la '+1b 
仿 利 负 不 等 式 axbi={a lib lsin.a, b}S | 时 
鲍 ” 这 就 是 说 8) 在 to 的 某 个 邻 域 和 内， 其 柳 为 硕 界 太 。  ， 必 
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limlo(i)f to + oti) Rk) 
Tt 


=lima(i)t +limati)F tlimatt)E 
| 下 3 下 了 


= Oo +onyF + gn: 让 


于 是 有 
limas(1) =apss 对 
了 ， ， 
Jimeaygt) = Goy (4-13) 
-rt - 
limo.(t) = pz " 
iio 


反之 ,如 果 式 (4-13) 成 立 ; 则 
lim v (as(t)— a0)? + (aykt)— 5 + (Cai aor)? 


tip 
= 0 1 

基 z 
lim la(i}—-@,| =0 ~ 
tt 

所 以 
limatt) | kh .9 
tt 


由 此 得 到 以 下 的 重 变 结 论 ; 矢 仁 函 数 a(1) = fa,(?)， 
Q(t) 0 it ; 当 1>fo 时 ; 近 于 极 扫 o 三 {a0rs ds 00z 的 
充 要 条 件 下 


limo,(t) = pz 
10 


综 上 所 述 , 对 于 人 饼 性 :函数 极限 问题 的 研究 ,可 以 转化 为 对 
数 性 函数 ( 即 天 性 函数 的 二 个 分 量 ) 的 极限 的 研究 。 
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三. _ 舌 性 请 数 的 连 淡 性 


定义 法 笑 俱 轴 数 4 站) 在 点 /6 的 荣 个 信 搜 有 有 定义 ， 生 有 有 
im 人 一 = 人 (io) 。。，， 


如 称 @(t) 在 t= to 处 连 线 。 。 

在 区 间 (ti ,1， 的 各 孝 玖 条 竹下 :和 
在 该 区 间 上 是 连续 的 。 .， 

根据 极限 运算 法 则 可 知 ,如 果 数 性 函 交 (1) 与 关 性 函 儿 
好 (四 、 瑟 昌都 在 癌 处 连续 ,或 者 前 在 区 闻 (好 》 上 违 续 , 那 
么 ,诸如 a 圭 B()，MDG(), .G00,G(f) x 656(1) 等 
函数 也 都 在 to 处 连续 ,或 者 都 在 区 间 (f 妈 ) 上 上 连 千 * -，，.; 
”由 以 上 的 讲 论 可 以 看 出 , 舌 人 性 函数 g(1) =* { os(t)6y(1)， 
gf)} 首 区 间 (f1,fs) 上 连续 的 充 要 条 件 , 是 数 性 函数 a,(7)， 
ay(1) 及 a.(1) 都 在 该 区 间 上 连续 。 据 此 ,对 一 笑 性 函数 在 某 一 
区 间 上 是 否 连 续 这 一 问题 的 研究 ,就 可 转化 为 研究 它 的 三 
分 量 ( 数 性 函数 ) 在 该 区 间 止 是 否 连 续 的 问题 。 vs 

显然 ,连续 矢 性 函数 的 图 搓 是 一 -条 连续 曲线 :而 连续 曲线 
所 对 应 的 和 关 量 参数 方程 就 是 关于 某 个 数 性 参 显 的 连续 所 性 
函数 。 

今后 ,本 书 所 讨论 的 撩 福 函 数 ,我 们 都 认定 包 是 连续 的 。 


34.3 矢 性 疯 数 的 微分 法 


在 物理 学 和 力学 中 ,常常 需要 研究 有 关 舌 性 证 数 变 :化 率 
的 问题 ,例如 ,加 速度 距 是 速度 矢量 对 时 间 的 变化 率 。 舌 性 消 
数 的 导数 就 是 描述 该 变 失 量 对 数 性 自 变 量 的 变化 率 的 。 为 此 ， 
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下 面 我 们 来 建立 矢 性 函数 的 导数 与 微分 的 概念 ,以 及 求 导数 
生生 分 的 运算 法则， 实际 上 ， 它们 家 数 性 攻 数 刘 对 应 的 概念 和 


nm 

设 舌 性 函数 @( 轨 是 数 竹 变量 ! 的 函数 ,在 区 间 (34,127 上 
变化 ,Q( 轴 在 该 区 间 . 上 连续 。 当 数 往 变量 从 1 次 到 了 +ACAt+ 
0 ) ) 时 ,对 应 的 舌 性 国 数 为 q(t + At)。 则 
- 人 年 下 门 - a(t) | 
叫做 和 性 函数 (1) 的 增 量 , 记 作 4q, 即 “ 、， 、. 

~ vA 20 AI) ot) | 
由 此 ， 可 给 出 矢 性 函数 的 导数 的 定义 如 下 ， 

定义 设 和 性 函数 (4 在 点 + 处 的 增 攻 与 对 应 的 增 量 汪 
之 比 

AGE SC 二 AN -et) 
, Aft 

当 4A1> 0 时 ,其 极限 存在 , 则 称 岳阳 为 和 1 在 局 


处 的 阜 数 。 记 作 9 或 mr C1), 即 


dj A 
di DD AF ” 


Lim StAD) -A 
Nim At 
如 果 a( 站 由 举 标 表示 式 给 出 
OU at ta) tat)k 
| | 
140 


a(t+At) at) ott AD) -a 
+ A 上 Ml ， 


OA 
: 7 Af 7 
deft + Af) Gat) 
tk 


A k i 禾 


Ag._ A0: }, Ma, 。 
AP = AF I+ 


as ， A Agz “的 极限 存在 ， 了 是 多 At> 0 ,两 边 取 


极限 ， 就 得 到 导数 mr' (1) 的 坐标 表示 式 
qa’ fi 一品 CF 十 dl 全 +asti)k (4-15) 
因此 ,共性 函数 ga(1) 在 点 ! 处 可 导 的 充 要 条 件 , 是 数 性 函 
数 qs(1) ,ey(1) 及 as( 直 ) 在 点 1 处 可 导 。 
由 式 (4-15) 可 知 ， 导 数 @' (1) 仍 然 是 一 个 矢量 , 故 q' (7?) 
又 称 为 笑容 函数 (1) 在 点 1 外 的 导数 闪 颖 ;向 称 夺 和 失 。 因 此 , 求 
一 其 性 将 数 的 导 儿 ,归结 为 求 二 个 数 性 六 数 的 导数 。 


畦 别 地 ,对 于 位 和 函数 ， 
人 a 
rerlt). OO 
二 人 
我 们 有 ， ， - ~ 
r= DE (0)F +2z' {tt)k {4-16) 


女 数 性 于 数 一 梯 ,如 果 三 (加 对 于 区 间 ( 人 ffs) 二 的 每 个 # 
值 都 可 和 导 ， 则 狗 C7) 在 该 区 间 上 是 可 导 的 ,出 (7) 称 为 q(《1) 
的 导 函 数 。 如 果 导 通 数 a’ (1) 可 . 导 ， 再 求 它 的 导数 。 记 作 
(1) ,叫做 @ (71) 的 半价 导 函 数 。 还 可 推广 到 三 阶 及 村 高 阶 ， 
它们 也 有 类 似 于 式 (4-15) 的 形式 ,例如 
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,和 ee 
他” 《站 =ar(tE +ar(t) f+ a Dk (4-17) 
例 4.1 ” 画 柱 螺旋 线 的 矢 晤 方程 为 
r=acospt 0 十 于 
与 9 闻 
其 中 e 认 8 都 是 常数 , 求 、 和 “dp2 ° 


dr pg) a MocosO padosing 2, der. 


解 0 do iT a 7 do 
= 一 Gsjng +acosp 7 +hk 
1 2 本 (一 asi asinb) 了， dacosd 。 
了 92 人 (及 = 40 一 生 十 1 a J 
db 3 四 
,- i tp k, 人 
os 全 -ysinfy + 0 


YO 


= — acosfts sting yy 


二 、 导 撩 的 几何 意义 ri 
i 由 般 设 揪 性 函数 sg 习 ) 在 区 他 
(t1,t2) 上 活 续 , 固 谓 计 于 该 区 亲 
上 的 每 一 个 值 * 部 有 和 个 确定 的 
es(f 当 t 有 有 增 如 A1 时 , a(t) 连续 
地 变 为 q(t+ At)。 为 了 恒 于 让 
较 , 可 将 它们 的 始点 设 到 一 起 ,于 
是 汐 + 从 生变 到 户 时 ， 其 终点 就 描 


- 图 和 5 给 出 一 条 有 向 的 乏 续 曲线 (图 4 
-5)。 役 大 是 册 线 1 上 对 应 于 1 的 一 一 点 ， 办 是 对 应 于 t+ 宇 的 另 -一 
点 ， 历 帮 “ “| 得 二 

af = 吕 棚 . 
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q(t+ AtyE ON 
于 是 eo ， 
af Ft AI) -1) = Ae = MN 机 
yy 2 
式 中 HN 是 割 线 诗 访 上 的 一 个 笑 其 ， 用 从 除 两 凑 , 得 ， | 
机 向 芳 . _ Ag _ d+ MAD) 一 tt), 1 上 


At At A 、 
人 了 
显然 ,矢量 一 一 = 交大 全 于 向 级 上 且 昌 可 向 1 暗 大 的 < 
方 , 即 曲线 [的 正 向 那 一 方 。 在 Af> 0 时 ， 由 于 你 续 7 多 点 4 


转动， 并且 以 点 肥 处 的 切线 为 其 极限 入 可 8 所 珊 浊 在 剖 编 MT 
上 的 矢量- 全 AE ,其 极限 位 置 ， 自然 也 就 在 此 切 绿卡 , 沪 是 有 


A 
litm 一 一 一半 
At>0 At 


由 此 得 到 以 下 的 结论 ， 导 矢 a(1) 位 守 晤 线 / 宇 点 六 处 的 禄 线 
上 ,其 方向 恒 指 襄 1 增 大 的 一 方 , 即 则 线 正 同 的 那 一 导 和 在 : 
几何 上 上 为 一 切 疝 矢量 ,,，， 


A 


证 A 
- =、 位 和 函数 (1) 的 导 矢 人- 的 物 表意 义 ,~ wy 


. 设 -质点 注 助 线 / 运 动 浊 - 麟 t, 质 
从而 在 时 刻 /4Ay, 则 你 于 点 生 4 - 6)。 Ai 所 
对 应 的 增 量 为 -7 、 By 

Ea ce 
它 表示 导 涉 在 A# 时 间 内 的 冬 移 。 以 At 除 之 ,得 
IN AF) UtAD -rt 


= 


At Ar At 
不 难 奢 出 ,这 是 质点 在 A1 时 间 内 的 平均 速度 。 车 令 A#7r0, 取 


1 


极限 ,得 被 限 盾 . . 


于 但 外 0) (4-18》 
M . a 
四 沪 是 质点 在 时 刘 : 的 (也 时 ) 这 度 ， 
也 就 是 质点 在 点 杂 处 的 速度 。 打 


此 ,位 类 谓 数 Pr(7) 对 时 间 1 的 一 阶 

. 》 导数 r”(1) .表示 还 度 ， 而 r( 昌 对 

时 间 ! 的 一 阶 导 数 r”(#) 则 表示 基 
司 6 如 度 。 J 


“四 、 帮 性 应 数 的 补 分 本 上 
“ 设 有 笑 性 函数 @(7) ,与 定义 数 性 函数 的 微分 一 样 ,我们 把 
da(t) =a’ (di ,44-19} 
称 为 矢 性 函数 @ (1 在 ! 处 的 微分 ?其 中 | 
di = At 四 
是 数 性 变 秆 1 的 增 董 仿 。 
由 于 微分 dg 是 导 矢 @’ (4) 与 增 量 At 的 匡 积 ,因而 它 是 舌 
do ,。。。 昔 , 且 和 导 和 天 (4'( 门 共 线 。 这 也 就 
CR ”是 议 它 和 导 关 2(D2 笠 ,在 下 愉 
.， 外 与 曲线 ! 相 切 { 图 4-7?。 它 的 指 
: tt) 向 是 这 样 确定 的 。 当 df>>0 于 , 它 
太刀 (1) 的 方向 一 致 ; 而 徊 :qd 的 
or 时 ， 则 与 (让 的 方向 相反 。 
、 答 易 看 出 ， 矢 性 画 教 闸 莽 他 
也 可 通过 它 的 三 人 分 呈 的 全 分 表示 出 来。 出 式 (4-15) ,有 


“一 一 - 


:也 机 据 玫 性 沿 获 近 从 各， 洒 训 二 鸡 微分 配 击 二 总 和 直 守 袜 ， 


上 


id4 


=a {Dd ta dts tar(idtk 


所 以 ; : SS 外 
da(t) =dad tdayy + dask (4-20) 
矢 性 亢 数 att) 的 微分 的 模 因 
Ida = va? + doa, 0 (4-21) 
特别 好 ,对 于 位 矢 画 数 r(1) = xCDEt y() 了 + z(DE， 
它 的 微分 为 
dr( d=dri+dyF tadzk .4-22) 
它 的 模 为 a 
ldr) = VU dy Fe (4-23) 
例 4.2 设 P=ao{i-sint,cost by 求 dF, dF-s (a 为 党 


“ 芷 ) 
解 dr =aid(!— sint)dcost} 
z -a{ (i-cost)dt,— sintdt } 
.= 1-ceost, ~ sinf } dt 
ldz| =a Vt- eos tsinitdt :ou 
= 2aviTcordt ns, 


i 


五、 和 性 西数 的 导数 公式 、.， 


设 上 只 性 函数 gCD、8070) 及 数 性 妨 数 a( 由 都 可 导 , 则 不 难 验 
证 ;下列 各 求 导 公式 成 立 ， 


“= 中 (为 常 关 ) (4-24) 
ee 

d _ da ,db _ 

Jar (s+0) = ar 4 25) 


i 


了 eg) -ed 区 c 为 常数 ) {4d-20. 


dt dt 
总 时 - ~ 全 + 二 
a du da _ 
dr Cnt) = 和 十 ## | ‘27 
-4 ab , ， _ogy 


a dB | do pn -29》 
i (qxb) =x I + 了 X 相册 .4 29» 


若 = 4) ,TH = W(t) ， 则 通过 中 间 变 晤 5 而 成 为 1 的 复 


会 削 数 。 复 合 痛 数 的 求 导 法 则 为 


du _ da du 
_ dr du di " (4 s0) 


疾 求 总 公 式 (4-28) 中 ，, 若 由 (7 = 避风 得 到 一 地 有 用 
的 特例 ， 


d _ doa: dn ， (4-317 


以 上 这 些 公式 的 证 明 方 法 ,与 微 积分 学 中 数 性 逃 数 的 类 
似 公式 的 证 法 完全 入 同 。 下面 避 就 公式 (4- 28) 及 公 式 (4 -29) 
加 以 验证 。 

《1) 验证 公式 (4-28)，。 - 

ACw Bb) = (0 + Ag): (B+ AB) i ; 国 

=g:b + Ab FAqB + Arw AD— 
a:b | 
-=a Ab Amn:b + Aha:Ab 
以 At 除 两 边 , 则 | | 


喇 由 于 大 积 具 有 反 交 换 性 ， 上 故 每 一 项 中 季 数 的 次 序 冰 能 性 意 交换 。 
让 


页 本 Bb) 加 Ar A 6 本 


Af "A 
念 At 一 0, 取 极限 ,于 是 得 “ em 
d _，，. da a 
: Tar rar 家 Bt 0 
所 流 
d pa db de， 
Ar b= dar a 


《2 ) 验证 公式 (4-29)。. 
Ata x = (a+t+Ag)x (b+Ab -axb | 
=axbiraxAbtAaxbtaAax ab 
A 
-axAb+tAaxb+AaxAb 
两 边 以 Ai 除 之 , 令 At>0， 取 上 极 纪 , 则 有 
可 Atax 6) 
A 


人 


x 6)=lim—— 
to 
“ - -1 | A 


_ A 
a “A (> 2 


1 5 罗 . 
"， A 1 


。 A 
+ | MA x 
Jimt At ) 


二 1 号 - 
， 3 


所 出 


d db 


a 0 =ax 十 -- XB 


dt . 学 
讽 4.5 设 @(1)， B60) 及 Ce( 四 都 是 可 微 函 数 , 试 证 . 


全 -el le, | 


+ 


7 


证 财 基 量 混 合 积 的 定义 , 存 
全 -|e,5,e|-= -9 [et (Bxe)| 


dg md 
= "(Bxc)+o 人 chxce) 
= 2 ， (Bx) +a* (Se-xe+b 
die 
. ”~ ) 和 
d _fda ab 
[a,5,e|=[ 狐 ,6,0 ]+|a, dt | 
+|a; 2 | 
和 tr 
全 4,4 柜 站 = {acost,asint, ct } :+ 二 A tc :其 中 
和 


a 和 c 痢 是 常数 。 求 4 ， rk 


dr _ dr df 
解 -= 


= 4 sint,aeost,e ) ve 


3 = 人 or “ 


Ei 和 
Geos ce 
3 ? } 
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Idr | .ll 
| as wa2 十 


， 有 全 _ 
{-einv 


_ 1 ， ” 
aitc? 
六 一 人 人 人 
\ 人 -asin or) + (acos gr ) 2+ o” 
_ 
例 4.5 “证 明 笑 性 谓 数 a (1) 的 各 不 变 的 先 变 条 伞 是 a 与 
-9 到 重 直 。 
证 车 le| = 常数 , 则 人 
qo=oa:= lal?= 常 数 和 
两 这 对 ! 求 导 , 有 .、 
da da di 
df ta Rg 
dle? i ! 
= = 从 
于 是 - 
da _ 1 "™ 
oI 
即 4 与 < -2 乱 直 ， 故 必 要 和 锌 成 立 。 7 
" 下 
反之 ,着 a 四 =0 " 章 


4 gg I 


df 
从 而 
az = lol = 常数 
即 有 
lz | = 常数 
因而 条 件 是 充分 的 。 


几 些 可知, 定 长 的 矢量 @( 六 与 其 导 天 互相 王 直 。 等 别 节 ， 
对 于 单位 矢量 g' = gg'(t) ,有 


. 例 4.6， 证 明 只 受 有 心力 作用 的 质点 ,对 中 心 的 动 最 逢 不 
变 。 四 
证 任何 作用 线 通过 某 一 定点 的 力 ， 就 叫做 奉 心 力 向 
如 太阳 对 行星 的 引力 就 是 有 心力 。 设 质点 的 质 景 为 mr 运动 
迷 度 为 0, 而 # 为 质点 相对 于 为 申 心 的 位 秋 。 质 起 而 于 万 中 


心 的 动量 矩 为 。 t+ 1 
GG=rx mb . 
dG dv) dF by 
df | df Yar 


按 牛顿 运动 定律 ,dg (mg)/dt 等 于 质 总 所 受 的 力 下 , 它 与 了 共 
线 ,又 dr/di-b, 因 而 上 式 右边 两 项 部 为 零 ,于 是 SG =0, 识 


如 为 常 大 量 。 人 
§ 4.4 对 导 天 的 进一步 讨论 .* :0 


一 、 导 大 在 两 个 方向 的 分 解 » 
根据 矢量 的 代数 性 质 , 任 -矢量 g() 可 表示 为 
全 0 


oat) =a0t) oa" (tt) 
其 中 a "(i) 天 对 81) 权 向 的 单 们 矢量 。 对 上 式 两 验 求 导数 ,得 
dg do ox da (14-32) 


这 样 ， 就 将 导 攻 人 分 解 为 次 个 分 矢量 之 和 = 其 中 第 一 个 失 量 


的 阐 是 |5 中 部 >0 时 ， 它 的 方向 与 10D 同 向 :当当 < 


外 全 


时 , 则 与 wocD) 友 疝 。 下 于 第 二 个 矢量 ed ,其 大 小 和 方向 玫 


依赖 于 < 人 的 大 小 及 方向 。 


Wy ,a 
oa: =1 i 
洒 恒 等 式 的 两 边 求 导 , 得 ww 
oq Md _0 = ? ! T | , 
dt 
训 有 
La . 3 


即 忆 全 与 单位 矢量 @e 正 交 ， 这 个 结论 对 -… 雪 共 模 种 偿 娄 的 拓 


性 函数 都 成立 。 
等 察 5 -的 式 。 为 此 ,过 任 一 点 凡 


作 矢 量 @'(t) 和 arf+At), 其 实 
角 为 Ay( 图 4- 人， Ag' 为 等 腊 三 


朋 形 的 底 边 ,其 模 等 于 2siaAg. 所 只 


#51 


Ap 


: A _ , 2818 
lae | lim | 二 = lim x 
| 人 
并 51 Ap A 
ri . 
= lim 7 2 lim 全 罗 


A+ 
页 -和 个 站 3 ‘2 At--0 


着 表示 和 时 入 Ap 与 参数 {的 增 量 人 A 之 比 的 极限 
值 , 邯 ， - 


则 有 


3 


到 此， 矢量 a 的 模 等 于 ak， 方向 与 @. 竺 直 。 
根据 以 上 的 讨论 及 式 (4-32) 可 知 ， 导 矢 5 经 可 以 分 解 


为 两 个 矢量 ,其 中 一 个 分 矢量 平行 于 a 人 ), 机 为 | 各 ; 另 一 


分 矢量 与 @ (+) 垂直 ， 模 为 08， 
如 图 #4-9 所 示 《 图 中 设 @' (这 
办 。 
例 4.7 试 求 曲 线 x 六 t,y = 
{2 ,z= 在 坐标 原点 的 单位 切线 
矢量 T, 及 与 T 息 直 的 一 单位 矢量 。 
篇 r= {tft} 


= { 1,21,317 } 


lh 后 


则 该 上 线 上 任 “ 点 处 的 学 位 雪 癌 估 为 ， 
T(1) = = { 1, 2t, 312 } 
下 是 与 (和 ) 重 直 的 -- 矢 重 ,有 : 


7 一 【47 十 ]8+33 
十 4 十 是 


{ 1215312} | 


所 


| 
TTIra or 1 ， Ne 


沁 标 原点 对 应 于 参数 值 1 = =0 以 1= 0 代入 上 式 * 得 出 ，,， 
TCD = {1,0, 0} 


。 ， ， 
i 
” 由 J PR 


dr | 
有 dt. | 0 = {0,2,0} i 
已 知 矢量 《0,2,0 } 的 模 为 2, 以 2 除 之 ,得 四 


0， 2:0 = 1010} ,ww' 
因此 ,x(0)- { 1,0,0} 就 是 所 求 的 单位 切线 矢量， 而 部 ， 


{0,2,0} = {0,1,0 }. 旭 是 所 求 的 与 和 《 们 笑 直 前 一 


一 、 导 矢 在 力学 上 的 简单 应 用 


一 -质点 MM 在 空 向 运动 ， 它 
的 位 舌 与 了 阅 的 函数 关系 为 - 
一 l 
这 个 立 数 的 舌 端 曲线 1, 就 是 质感 
如 运动 的 轨迹 (图 4-i 提 。 设 从 + 


= 0 到 时 剖 世 财 在 ! 上 所 经 过 的 路 程 为 sy 则 有 


让 - 字 人 - (04-347 
我 们 知道 ,位 矢 函 数 的 微分 的 模 , 等 于 其 矢 端 曲线 的 弧 长 
微分 的 绝对 值 , 即 
ldrl = lasl 
从 而 有 
dr |_ orl _ 
Ids | Idsl 


这 表明 ,位 矢 泡 数 对 其 失 端 曲线 统 长 s 站 生生 
故 由 导 矢 的 几何 意义 可 知 ， 式 (4- 34) 中 的 9 于 二 是 在 点 对 处 切 
方向 的 尝 信 估 晤 ， 且 指 向 s 增 加 的 一 方 ， 以 + 表示 ;而 式 申 
的 代 是 路 程 :对 时 间 t 的 变化 率 ， 因 之 它 表征 质点 1M 运动 度 
的 大 小 , Rv 表示 。 于 是 有 

dr oq 1 (4-35) 
由 此 可见 , 导 关 时 ; 表示 了 质点 M 运 动 速度 的 大 小 及 方向 ， 因 


而 它 训 是 W/ 的 吉庆 拓 量 pv 
9 = = 《4-36) 
显然 :a = -2 于 是 大 二 1 的 加 度量。 | 


例 4.8 没 状 运动 质点 相对 于 原点 的 位 矢 ,六 半点 所 


的 路 程 * 求 er 与 Jds| 的 关系 。 ! 
解 =xt t+ yf +z 
dr = vqdx)? + dy) + (de 
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I | 


质点 运动 的 轨迹 一 般 为 蔓 线 1 取 # = 0 时 质点 所 在 位 置 作为 计 


ds=+t Vdx) + (dy) :tl(dnD? 


于 是 得 
lar| = "lds 
出 于 dz 沿 肝 线 药 切线 方向 , 故 的 单位 切 向 矢量 为 
: 
二 


而 T 指 向 位 舌 ? 的 终点 移动 的 一 方 , 由 此 可 见 , 必 点 运动 的 速 措 


三 、y/(s) 的 几何 意义 
由 以 上 的 讨论 可 知 ; gr (5) = $3(1) 表示 空间 一 条 曲线 (和 参 
数 不 一 定 代表 时 间 ) ; 它 的 上 坐标 分 解 式 为 
X=x y= y= 2(t) 
现 以 绚 上 坐 标 s 代 僚 它 , 则 得 到 曲线 以 它 自身 的 弦 长 作为 参数 的 


方程 ， 


F=f(s) ‘4-37) 
或 
XENts)s y= vts) ,2=2ts) | {4-372) 
为 了 用 跌 坐 标 * 来 确定 贡 线 


上 一 点 于 的 位 置 ， 可 先 在 弧 上 周 
定 一 点 , 例如 4 三 (图 4-11)， 它 对 
以 于 参 数 s=0。 可 以 这 样 来 规 
定 ， 当 帮 位 于 .4 的 一 边 时 ， 认定 s 


让 ?而 当时 站 A 的 男 一 刘 阿 ; 则 5 为 仙 。 
对 位 其 列 数 f(s) 求 导 , 得 到 一 个 新 的 拓 量 
_ 
ds 
它 位 于 曲线 让 点 半 寻 的 切线 上 , 且 指 向 s 增 加 的 一 方 ， 它 的 模 
等 于 


A 
有 = A As 
其 中 |Ari 就 是 割 线 了 再 锯 的 长 度 ,而 As 是 骤 于 六 的 长 。 我 们 做 
道 , 弦 长 与 其 对 应 的 弧 长 之 比 , 当 弛 长 趋 于 淮 时 ; 其 极 眼 信 为 
1, 即 
171=1 


定义 = T 为 曲线 上 的 单位 切线 矢 景 ， 它 指向 曲线 正 向 的 那 
一 方 , 即 指 向 弧 符 标 s 增 加 的 一 方 。 


下 面 骨 导出 儿 个 有 用 的 公式 ,出 
= {x Vs) 2 (5) } 


则 
dr .dx dy qz} 
ds dssds ss ， 
舅 一 方面 ,单位 切线 括 量 T 其 可 写 为 
T= he cosws cosh,cosp} 
其 中 %vb? 是 位 夭 分 别 与 x、 7…* 生 正 闪 问 的 ， 由 此 
ds = 05Gj Y=cosp; 各 =cosy (4-38> 
则 
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+) + 


= COSs26 十 6082 有 8 十 cos2? = 4-39)》 
又 库 
ay _ 
a 
出 
dF dr 
qs ds" T=1 
斯 以 
dr 
区 =1 
其 
dr)? = (ds)? (4-40) 
树 4:9 设 一 质点 沿 昌 线 f = 运动, 其 中 1 表示 时 间 。 
求 质 点 运动 的 速度 及 加 速度 。 


解 ” 按 定义 ， 点 的 速度 矢量 9 为 其 位 所 rr( 们 对 时 间 的 一 
阶 导 数 , 效 有 
_dr _dr ds 


=U 


di ds dt 
其 中 v = 人 5 为 9 在 切线 方向 的 投影 , 且 当 = 全 >0 时 ,速度 


与 的 方向 相同 , 即 指向 驱 华 标 * 增 加 的 一 方 : 涛 他 -<0, 则 与 T 


的 方向 相反 , 即 指 向 弧 堂 标 ? 减 小 的 一 方 。 
至 于 所 的 加 速 麻 ， 页 则 为 其 速度 矢量 对 时 间 ! 的 一 阶 导 数 。 
若 以 t 记 加 速度 天 其 ,， 则 有 


_dp _dvT) _dav dT _dv dT ds 
a a da dds dr 


其 中 为 单位 切 向 矢 景 ,由 前 面 的 讨论 可 知 , 学 -与 " 秋 直 , 指 光 
曲率 回 的 中 心 ,其 模 为 | 训 |= lim -AP ， 基 中 Ap 为 矢量 
3 As0 5 


(s+As) 与 1(5) 之 间 的 夹 角 ， 而 lim A 5 为 线 在 所 论 上 


处 的 要 率 , 也 就 是 曲 to 
1 gd Agp 


p -ras | = lim Bs 


式 中 玫 是 与 { 重 直 的 单位 侨 量 , 称 为 单位 主 法 线 撩 量 。 因 此 ,上 
式 右 边 第 一 项 是 切 向 加 速度 ,第 二 项 是 法 向 加速 育 。 姑 速度 征 


的 大 小 为 
el = (办 ) + 人 四 


$ 4.5 几 种 具有 特殊 人 性质 的 矢 性 通 数 


一 ， 措 为 定 值 的 矢 性 函数 

设 F(t) 是 模 为 定 值 的 矢 性 函数 
(图 4-12), 据 上 一 节 的 分 析 可 知 其 其 
.有 以 下 重 枝 性 质 ， 


rt) Sr -0 {4-41» 


即 失 性 函数 Ft1) 的 模 为 定 值 的 充 要 


158 


条 件 ,是 它 的 导数 -dz 人 与 了 (四 的 标 名 等 于 零 ， 亦 即 对 于 模 

为 定 信 的 矢 性 函数 + = 了 (而 言 ， 其 图 象 涵 某 一 球面 上 的 曲 

线 的 充 要 条 件 ,是 它 的 每 点 的 切线 和 这 点 的 位 矢 r(/) 眉 直 。 
对 于 单位 矢量 r9 = >?(t, 显 然 有 类 似 的 结论 。 


二 、 具 有 鹿 定 方向 的 矢 性 语 数 
设 ? =F() 为 其 有 固定 方向 的 舌 性 函数 ,可 写成 . 
rl) = Fi) Pot) 
向 已 给 条 件 ,?' (1) 应 是 常 矢量 , 则 对 上 式 求 导 后 ,得 
dr CD _d Dl yo) 


这 表明 ,2 人 与 常 舌 量 r9 (平行 ， 而 Pr? 01) 与 7(?) 同 向 ， 因 


此 2 名 与 r( 攻 平行 ; 故 必 有 有 


信人 x A =0 (4-42) 


及 之 , 右 式 (4-42) 成 立 , 我 们 不 难 验 证 ， (4) 必 具 有 国定 
方 扇 。 

这 个 人 性质 的 几何 窜 义 是 这 样 的 ;曲线 ?=xr(f) 的 图 形 是 经 
过 原点 的 一 一 条 直线 的 充 妥 条 仁 是 它 的 每 一 点 的 切线 与 这 点 的 
位 光平 行 。 


三 、 平 行 于 定 平面 的 矢 性 函数 


设 矢 性 函数 r( 平 行 于 某 个 定 平面 , 取 儿 为 该 平面 的 法 
线 单位 天 量 ， 则 友 
Ftt) 人 1 
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对 上 式 连 续 求 导 两 次 , 因 各 为 常 和 天语, 可 得 


dr(r) 
dat 


AP) 
半 yr = 


这 表明 ,矢量 + (1)、 有 世子 人 都 与 和 竹下; 因而 它们 是 


= 也 


中 


dt’ 


共 面 的 , 则 其 混合 积 为 零 , 即 


2 
[rE FD]|=0 (4~43) 


反之 ,着 式 (4-43) 成 立 ,可 将 矢量 全 于 人 表 为 如 下 的 线 


性 组 合 
dP) dr(t) 
其 中 入 = 和 {和 和 p= 4{1f) 是 变量 1 的 数 性 测 数 。 
另外 ,我 们 记 


F{f) x 


dr{r) 


Fn = 彼 () 


显然 , 它 是 与 矢量 ?C1)、< 人 以 生 站 的 矢 性 函数 , 则 


dn(D) __d dr (1) 
dt Brlr tn x dr | 
2 
_ ET) x ED +p(f) x ert) 
了 
CD x 
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=r (Dx) rrCD +p er | 
=AP(I) xPOI tptt) x (如 
= u(t) x Aret) 
di 
= ut) . 
因此 -4 于 (是 与 (1) 平 行 的 矢 晤 , 放 有 


nr} x 二 站 


据 前 面 的 讨论 可 向, 经 ( 划 为 具有 固定 方 商 的 尔 性 函数 。 那 
么 ,作为 与 8() 避 家 的 矢 人 性 函数 r(?), 就 必定 平行 于 以 g 为 法 
线 单位 矢量 的 定 平面。 

从 几何 意义 来 说 ,上 述 人 性 质 给 出 了 矢 性 函数 rf =r(#) 的 图 
形 是 在 经 过 原点 的 平面 上 的 一 条 曲线 的 完 要 条 件 。 


$ 4.6 关 性 函数 的 积分 


一 、 矢 性 函数 的 不 定 积分 : . 


定义 ”已 给 和泉 性 冰 数 和 E(1) ， 若 尖 性 函数 有 (中 的 导 函 数 
允 ' (站, 使 


di(t) 
dt 


A = 
成 开 , 册 种 及 (他 为 q (1) 的 - -个 原 函 数 ,@(t) 的 原 函 数 的 全 栖 ， 
记 作 加 
{acd (4-44) 
书 做 站 ( 切 的 不 定 积分。 * ， 
与 数 性 函数 的 不 定 和 分 一 祥 ， 笑 性 函数 的 不 定 积分 也 是 
微 商 的 道 运算 ,不 难 证 明 , 如 杂 及 (由 ) 是 和 (的 一 个 原 函 数 , 那 
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公 ,本 (的 的 其 仔 任 着 原 鸭 数 与 冲 人 只 相差 一 个 营 舌 最 e, 即 


ot)dt=AtD+te (4-45) 
者 将 色 ( 力 写成 坐标 表 水 式 
at) =a. DE ta (ty tatt}k 
则 看 
lacdar=( [ostar t+ (os at )s 
+ ottyadnyk (4-46) 
上 式 开 明 , 求 矢 性 函数 的 不 定 积分 ,归结 为 求 三 个 数 性 函数 的 
不 定 积分 。 


由 于 矢 性 函数 和 数 性 函数 的 厅 定 积分 有 完全 类似 的 定 
义 , 因 此 ,有 关 数 性 函数 不 定 积分 的 基本 性 质 ， 对 于 撩 性 函数 
仍然 适用 ,不 难 验证 ,下 列 运 算法 则 成 立 ， 


oadar=e | ap z ' 7 
ja tbadt= {a0 di fainat (4-48) 
[kat dt = 无 ,| ecpDdi (4-49) 
| cEx eydt -无 x | eco . (4-50) 


其 中 避 ( 力 为 舌 性 沿 数 ,c 为 常数 , 甫 为 常 和 天。 


二 、 矢 性 函数 的 定 积分 


定义 ” 设 矢 性 函数 @ 人 在 区 间 57T :7 上 连续 , 则 0) 
在 该 区 间 上 的 定 积分 是 指 下 面 形式 的 极限 ， 


nn 


2 
| ,atat= lim 和 (ED AF (4~51) 
二 Hi 

ma XAL;- 从 


大 中 了 1 和 了 29 5 是 区 间 f{-1fDD 上 的 一 点 ， 
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Ati=fi-iiie 

容易 看 出 , 拓 性 函数 定 积分 的 概念 ,与 数 性 消 数 入 应 的 柱 
念 完全 类 似 , 因 此 , 它 也 就 具有 数 性 活 数 定 租 分 的 那些 基本 性 
质 ,。 特别 地 , 者 4( 轨 是 连续 矢 性 函数 三 (在 区 间 [ 六 全 2] 上 
] a(Ddi= A(t) — A) (4-52) 


例如 ,物理 学 上 熟知 的 牛顿 第 二 定律 可 以 写 为 


_ _ db dlmv) 
FD) = mt) = mo a 


则 
dtmv) = FD dt 
将 上 式 从 #1 到 ts 积分 ,得 


my (12) — my (1) = | ?F(at 
+1 


上 式 右边 的 积分 叫做 力 F 在 时 间 (ts -#1) 内 的 冲 量 ， 而 mw 是 
动量 。 该 式 表明 , 任 一 质点 的 动量 在 其 一 时 间 内 的 改变 量 ,等 
于 作用 在 该 质点 上 的 力 在 同一 时 间 的 冲 量 。 

与 式 (4-46) 类 似 , 求 矢 性 浮 数 的 定 积分 ,也 可 归结 为 求 三 
个 数 性 函数 的 定 积分 ， 


cpu -= (a a + CF oa) 


+ (| oc1ar)E (4-53) 


作为 例子 ， 下 面 利 用 僚 性 函数 的 定 积分 来 表示 空间 曲线 
了 ,FP =F(f) 的 弛 长 计算 公式 。 
设 空间 曲线 I 的 参数 方程 为 
i3 


x 二 (i) 
> vt) 
: 2=2(1) 

尖 1 从 4a 蛮 到 Bp > 的 时 ， 点 册 (xyyg) 面 出 由 -到 召 的 曲线 对 


天 如 果 国 数 xf 四 ，y( 及 = 在 区 间 [wey8]3 上 具有 连续 导 
数 和 (7 (有 27 (有 那么， .48 的 骤 长 3 就 等 于 定 积 分 


二 了] 
s=| ds 
BN: . .  ; ， 
= VEXx (HD Ey (FI: 二 [27 (2 di(d-54) 


显然 ,曲线 I 的 天 量 参 数 方程 是 
Pt = Ey + 2 


[2 = Vx (OY? tLy 0) + Ua (7 


于 是 式 (4-54) 可 洗 示 为 


[dr jy 
“ | dt a 


=| | | dr (4-55) 


例如 ,一 空间 图 柱 螺 旋 钱 
. r= Recosd + Rsinf f tb0k 
着 取 4 点 (8= 由 为 起 点 , 则 对 应 于 区 间 50, 科 的 这 段 曲线 长 为 


ol db oY. 


a 
, z 
=| VRirg db = vv 、 


其 中 
i6d 


| ，_. _.. _ 
0 = Vv (Rsing)’ + (CRCosO) i + 6? 
= Rsin:0+cosi0) 十 器 2 =v hit+b? 
车 记 m = 三 + 现 * 则 9= 一 于 是 空间 圆柱 蛇 旋 线 方 


程 ,就 可 表示 成 以 其 绝 长 :为 参数 的 形式 ， 
rls) = Reos f+ Rsin 7+ EE 
tn 1 
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从 而 得 到 切 癌 单位 天 量 ; 


drts) kontos Sg+ br 
ds 入 mm mt 1 mr 


这 是 因为 
Es) 


=V(-Esing) + (Eecos£) +(2) 


_ 


mi: m2 


我 们 知道 ,单位 笑 量 的 举 标 就 是 它 的 方向 余弦, 所 以 ， 螺 
旋 线 的 切线 与 02 轴 交 成 等 角 p， 这 里 cosy = 小。 


例 4.10 已 知 一 质点 在 任意 时 刻 f2z0 的 加速度 是 


- 人- 12cos2tt ~ 8sin2t 7 + 161k, 


若 齐 := 0 时 ,其 速度 9g 及 位 称 ¥ 都 为 军 , 试 求 任意 时 麟 的 gb 有 和 iP? 
解 ” 将 和 得 分 ,有 有 
v= | 12cos2tdt+ 了 | -8sinaidi + | 161dt 


= Bsin21t + 4cos2!: F + Bt :E+el 
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到 已 给 条 件 ,t= 0 时 ;9 = 0。 则 得 
0=0F+t4F+0K+cl; Mc1 = -4F 


于 是 
= 5 = bsin2f + (4cos2t— 4) 7 + 812k 
积分 得 
r=i)| Gsin2tdt+ | (4cos21-4)dt +E| 8f2 dt 
=-3cos2tf + (2sin2t-4) Ff + S13 Rk + 
式 当 f = 0 了 时 ,了 = 0, 帮 有 
0=-38+07+0k+C;; 于 是 C2 = 34 
所 以 
r= 3(1—cos20)+2(sin2t — dt) 7 + Ek, 
例 4.11 一 质点 PP( 质 量 为 m) 的 运动 方程 为 
me =f, 
其 中 ?是 从 原点 OO 到 PP 点 的 位 舌 ,F? 是 ?方向 的 单位 天 量 , f(r) 
是 从 OQ 到 P 的 距离 的 欧 数 ，。 
( 1) 求证 mr x OF = 色 。( 友 为 浓 欠 ) 


(2) 解释 # (r) yy (7) 之 0 时 的 物理 富 义 。 
(3) 说 明 ( 1 ?的 于 年 的 几何 可 这 。 


解 《1) 对 等 式 m 5 生 = Cr)8 两 边 施 以 “xx? 的 运 
算 ， z 


ej x = {rr xr" 


dt 
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由 于 ?和 fF'* 闪 线 ， a x =0, 因而 


ri 5 一 0 和 -f(r x © x = 一 全 
积分 得 
x < x 《 形 为 党 天) 


{2) 如 果 A(r)<0, 则 加 速度 世 和 与?" 的 方向 相反 ,可 见 


力 指向 原点 0, 而 质点 受到 0 点 的 吸引 ;如果 /(+)>0， 则 号 弛 


与 2 的 方向 相同 ， 此 时 力 从 ”“ 
原点 口 向 外 ， 所 以 质点 受到 
日 点 的 斥 力 。 这 种 指向 口 点 或 
背离 口 点 的 力 ， 叫 做 中 心力 
或 有 心力 。 

《3 ) 质点 在 At 时 间 从 
a4 运动 到 六 (图 4-13)。 在 这 
段 时 间 肉 ， 人 位 矢 扫 这 的 便 积 


近似 等 于 以 rf 和 Az 为 边 的 平行 四 边 形 的 一 半 , 亦 即 地 x A 


1 dr 
面积 速度 开 = -地 X 本 = 常数 


图 44-13 


是 单位 时 间 扫 过 的 近似 面积 为 二 x 4 , 则 面积 的 群 时 变 


化 溃 为 、 
im Lrx ST Tp x Or. 
Nar X Ar 2 Xd 
一 2 
此 中 是 质点 的 瞬时 速度 。 而 再 = rx = 57 xgp M0 做 


面积 速度 . 几 (1 ) 可 知 , 面 积 速 度 瑟 为 常数 。 因 为 汪 -再 =0， 放 
和 送 动 发 生 在 一 个 平面 内 (图 4-13 取 为 YY 平面 )。 


$4.7 多 元 天 性 函数 的 微分 和 积分 


在 物理 学 和 方 学 中 ， 我 们 所 研究 的 问题 往往 牵涉 到 多 方 
面 的 因 吾 。 从 数量 上 看 , 变 早 之 问 的 对 应 关系 不 只 依赖 于 一 个 
自 变 量 , 而 是 依赖 于 有 几 个 由 变量 。 例 如 ,理想 气体 的 体积 矿 与 
热力 学 温 席 了 T 成 正比 , 而 与 压力 成 反比 , 它们 之 疗 的 美 系 可 
所 每 汐 

VR 为 气体 常数 ) 
这 就 是 一 摩尔 理想 气体 的 状态 方程 ,因此 ,有 必要 在 一 元 忌 性 
函数 的 基础 上 ,进一步 讨论 多 元 矢 性 函数 微分 和 积分 概 您 。 为 
了 简便 起 见 ， 这 里 上 只 讨论 以 室 间 直角 点 标 为 自 变 量 的 三 元 关 
性 函数 疼 (xy yyz) 。 


一 、 多 元 失 性 函数 的 偏 导数 


我 们 知道 ,导数 表征 某 个 疯 数 对 于 自 变 量 的 变化 率 。 而 多 
元 矢 人 性 琢 数 对 于 某 个 自 变 量 的 偏 导数 ， 则 表示 该 自 变 量变 
化 时 (其 他 下 变 徊 看 作 常 数 ), 汞 性 了 艾 数 对 该 自 变 量 的 变化 率 。 
例如 , 设 @ 是 一 个 依赖 于 三 个 数 性 变量 的 矢 性 函数 ， 写 为 
= Xx V2) 
Ear yz a(x ye) Fax yz)R Od-56) 
G(Y:y2) 对 于 日 变量 x 的 偏 导数 ,就 定义 为 ( 根 定 极限 苔 
和 Oa - 11m RX+ AX, V2)— (x yz) 
dx Ao Ax 
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局 理 , 省 下列 极限 存在 , 则 有 


本 = Ti xs y+ A x yz) 
=- = lim - 人 - 


Oy 机 如 -日 YY 

,下 
Oa -1 RX YZ FAZ)T HY, 全 

它们 分 别 是 站 (x 2) 对 自 变量 和 的 俩 到 数 。 

将 式 (4- -56) 代 入 志 上 三 式 的 寿 这 ;得 

He _ doa, da, Oa 
Bx axl ar7to 
OF _ O00 O90, ，， 9az . 
By 三 By 2+ ds 十 Oy (Cd4-577 
Or _ Qa, Or，，， 日 Q。 
5 和 


对 于 多 元 矢 性 函数 来 痪 ， 可 徽 性 六 一 术语 是 扒 其 一 阶 偏 
导数 连续 。 矢 人 性 函数 的 偏 导数 仍 为 和 拓 性 隙 数 , 我 们 能 够 象 在 普 
生生 中 于 全 完 尖 下 帮 记 全 例如 

O20 - 8) Pa a) oe = 9 (90) 

Ox = Gx doy Oy “dvd2: D2 \d2, 


Va 0 (0 ) de (da J ag _3 六) 
从 YY dxr\dy 9379x Av dxidxdy: Ox “oy: 


= 也 ,3 @_ 划 求 僻 旦 疾 的 次 闯 可 局 飞 换 
例 4.12 求 以 柱 举 标 为 碧 变 景 的 矢 性 函数 @tp,eyz) 的 
偏 导数 的 表达 式 。 
解 ”在 柱 誉 标 式 中 ;有 
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uC)=a,e, + ore + Ce 
其 中 单位 天 量 e,、er、e: 与 宜 角 坐 
标 系 中 的 ,了 ,此 不 同 ， 它 们 的 方 
向 可 随 好 点 的 变动 而 改变 (图 4- 
14)。 注意 到 

四 ,= cospi +sings; 

ep 一 ~ singf + cosp Fs 


e:= 
= eu ee =0 
所 以 得 到 
2 = (ave, 十 Ge 二 Ga ) _ 
-和 和 
5 =- ( Geo + oep + QE: ) 
-和 
Se 一 | UE, + TpBp + CB ) 
= Sa, e+ Se s+ es en 
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二 、 多 元 矢 性 函数 的 全 微分 

若 撩 性 函数 @(x,yyz) 在 一 点 寻 (xyyz) 的 某 一 邻 域内 
有 定义 ， 并 俊 作 7" {x AxyV+AyY2+ AAz) 为 该 邻 砧 内 的 任意 
一 点 。 则 六 自 变 量 由 点 村 过 流 到 点 可 ' 时 ,和 人 性 酒 数 有 全 增 量 

Aq= CM) -NM)= Aod + Ma,F + Aak 

其 中 as ;Aqy;AG 分 别 是 9 9， ;0: 的 全 增 量 ， 它们 的 线性 主 部 
加 由 96s ,day,d9: 表 示 。 

定义 矢 性 苹 数 上 (xy 2 的 全 微分 为 

CE = dort + dayf + dask (4-58) 


Oa Qa, da 
da = Bed + dy a + dz 


da, = edx+ 9 Sdy+ oe» dz 


da, = edx + Sedy+ Ggadz 


将 以 上 三 式 代 入 式 (4-58) ,并 与 式 (4- 657) 比较 后 


Ge De Oe 
da = Bard*+ dy — dy+ De aq, (4-59) 


向 4.15 已 知 = (xy 3) N=) y= ToD 
2 2(t}o 

da ou dx 90 dy | og dz 

dt ox dt dy dt dz2 dt" 

证 do =do,f +da,F +da,k 


= (Me dx+ 29 dy Ce Sos dz) 


证 明天 
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da, Oa Qa, 
+ (Sor dwt dy 9 十 本 dz) 


+ (Se dx+ 39 dy+ Sor dz )k 


= (St+-% do,» f+ Oe Ee )dx 


dgr 1 , da 32 
+ + < 
Gy 十 dv 7 sk )dy 


+ 


_ 0 je or 


所 以 
dw _ GE dx 00 dy .Oo dz 
dt Ox ot dy dt dz dt" 


三 、 多 元 矢 性 函数 的 积分 


1 ， 体内 的 积分 

设 是 室 间 有 界 区 域 ,为 定义 在 六 上 的 炙 性 兽 数 ， 将 记分 
成 许多 体 元 ， 并 将 各 体 元 的 体积 AY; 异世 体 元 内 一 点 掏 居 性 
沙 数 笃 ,; 作 成 用] 式 。 当 和 体 元 无 限 变 小 时 ,所 有 这 些 乘 积 之 和 的 
极限 ,就 定义 为 舌 性 函数 && 夺 城 六 的 积分 , 记 作 ;， … 


川 mar=li ear, 
mma x) sm0 
将 式 (4-56) 代 入 上 式 右 边 ,得 
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jor = (| | Jasar ja (jaar )z+ (jaar )# 
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2. 曲面 上 的 积分 
类 似 地 ,我 们 定义 和 关 任 函数 如 在 光滑 曲面 汪 上 的 积分 为 


jwas -lim aAs, 


让 只 天 贞 二 ji 站 


县 有 
jaas= (eas)r (leas) + (sj (4-61) 


3。 曲线 上 的 积分 
局 样 地 ,可 定义 矢 性 遂 数 生 在 党 滑 则 线 i 上 的 机 分 为 


wdl = lim YaAl 
| eal slim atl 
ia AT 


且 有 有 
| adt= (Fe di ji (Jeva) d1]7+ (joe) d)k 02) 


此 外 ,在 高 等 数学 中 学 过 的 面积 分 和 线 积 分 ,也 与 储 
数 有 关 , 它 们 分 别 定义 为 


javas in Der AS, 
maxAsi™0 


= (aas taydSy+adS, ) 
: 
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一 i (ecose t+acosp+acosy )as 
3 


Cd-63) 
及 
| = 1im Vaal 
t oT 
ma xaAlr 
= Jasdx tady todz (4-64) 


1 | 

其 中 d 且 .dE 分 别 是 曲面 元 素 关 量 及 曲线 元 素 多 量 ， 而 cy8 
分 别 是 di 有 与 y,y,z 轴 正 向 的 夹 朋 。 

若 将 [aedS 与 [adS、 届 及 | ez 与 [edi 分别 加 pI 


化 较 ,就 可 看 出 它们 之 间 的 区 别 : 前 者 是 对 无 穿 多 个 标量 元 求 
代数 和 ,而 后 者 是 对 无 穷 多 个 矢量 元 求 和 天 重 和 。 

例 4.14 设 力 场 郊 = (2x-y+2z) + (xty-22)7 
+(3Y ~ 2y +42) 于 ,一 质点 已 绕 xOy 平 再 上 中 心 在 原点 口 , 尘 
径 为 3 的 图 周 c 运 动 一 周 , 求 力 所 作 的 功 。 

解 ” 因 为 点 忆 蛮 平面 :=09 上 返 动 , 敬 有 

dr =dxt+dv? 
为 了 所 笑 的 态 为 
[Fdr- Car- sy) Fr(3x-2y) kduxi:d yy 


写 


= [Cax -yaz+ Cx + ydy 
性 
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贺 的 参数 方程 为 
X= 3cose 
y= 35108 
其 中 8 从 0 到 2x({ 图 4-15)， 
则 线 积分 等 于 


也 下 
| | xX3cosH— 3s1n0) 
必 


-ingd0 + (3cosd 1 35in6) 


"(3cos0 dd | 图 4-18 
=| 341 — singcos0)}ag 
1 之 可 
= I~ sine = 18xw 
此 即 为 对 质点 也 所 作 的 功 。 
本 是 


1。 指 出 下 列 詹 性 函数 的 图 形 各 是 奸 么 曲线 ? 
C1) 9)=(G 二 ecosf) 生 十 (十 5iaf) Fs 

{2) rp)= cospl + (2+ cos?2p} Fy, 

C3) Fy= (cos0 Ft xo I + (Osind + vo) Fs 
(C4) Ft)= Se te f+ oe) 


- 


2。 求 
d d - “ 
{1) 了 [Leas:td xc) jt2) jx (bxe), 


其 中 作坊 .e 都 是 :的 河 导 函数 。 
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让 有 定 圆 口 与 动 区 CC ， 动 
国定 加 外 相 切 而 莹 动 《基因 ) 
站 动 加 工 一 定点 好 所 描 横 线 的 天 
量 方 程 ,C 提 示 ; (1) 设 开始 了 时 邮 
点 与 4 点 重合 ;( 2) 取 人 人 AOC = 

— > 一 
0 为 参数 ; (3 JOM =OC +CMI 
| 二。 Er= 413 +21, 
第 3 十 图 ~ 3e-21,2sin5t } , 试 求 下 列 各 式 
各 下 全 
dr | 


(1) 4 于 


5。 试 求 下 列 基 性 酒 数 的 导数 (和 参数 为 正 秆 )， 
(1) rd)= {WI-V EVI-YF,6), 


(2) FO)= {lasing,cos20}, 
{8) ra)= {ecos A0e2 sin:A}, 


. 1 1 学 
Ca pet) ={ arCSin v1 Tr sarcCeos Viti ,3} 


。 一 质点 灌 参 数 方 程 为 %= ef y=2c053f, z= 251in3F 

的 曲线 运动 ,其 中 i 为 时 间 ，。 

《Ta 确定 它 在 任何 时 刻 的 速度 和 加 速度 ; 

《了 》 求 1=0 时 速度 和 加 速度 的 大 小 。 

7, = {x:siny,2 cosy XY: } , 求 d 6 

8。 试 求 曲 线 y = { af,bi? ,cf3} 
上 某 一 点 的 切线 和 法 平面 ,这 里 4,5,c 痢 是 常数 。 

9,. 六 =51 +17 -1 Eb = sintt -costj, 求 
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d 
1) ge ), (2) -F(axb), 


da 
{3) a7o a), 


10, 对 下 列 昌 线 写 出 已 知 点 的 轧 线 和 法 平面 旋 各 ， 
《 1 rtty= 1 有， 6 ， 12t2 } ;在 点 = 1 1 : 


(2 3)9(9)= {acos0, bsindecosl,ccosh } ， 下 点 罗 -3 


(C3)r(m) = {tgp,tgp,sec p=-1} :在 成 Pp = J 
， 求 有 线 r= 托 + 如 了 + 个 下 上 的 点 ， 使 访 局 的 切线 下 
NT 
12。 证 及 圆柱 几 施 线 Pp = acosi2+asin8 了 + 08 蕴 的 切 暑 
与 z 笛 之 闻 成 定 角 。 
13。 一 ' 质 点 运动 位 去 为 和 = cose'+sinwt， 其 中 
为 常数 ,证 明 ， 
(1) 质点 的 速度 pb 个 f 惟 过 ， 
(2) 训 巡 度 @w 按 向 原点 ,及 其 大 小 和 原点 色 质 点 的 距离 
成 正比 ， 
(3) FX = 人 沪 天 量 。 
14。 试 证 阴 位 其 晒 效 关 (1 的 长 度 为 一 周 定数 的 充 要 委 件 
是 Ft’ = 0, 
15。 设 FT 是 顾 量 为 m 的 质点 相对 于 点 0 的 位 和 拓 ， 五 是 作 有 站 
于 质点 的 外 力 ， 于 的 Fx 下 = 着 旺 F 对 于 点 O 的 转 第 。 证 朋 
= “有 7 ,其 中 且 = Xx mp, 月 9 是 质点 的 速度 。 
本 加 果 (3x sy-xa Re ysinx) f+ (wicos vk, 
求 
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au da dg da dw oa 

Ox’ Ov’ Ox oy” Oxoy dvdx’° 

17,。 设 f= -asin9t +ocos0F +2KE 求 

岛 = 4| crxr' dg 

18。 在 力 场 = 3xy -5z 了 二 10x 下 中 ,一 上 质点 由 t= 1 到 
1=2 沿 曲线 X= 成 +1,y=2f1?,z 二 3 送 动 , 求 所 作 的 功 。 

19。 一 质点 以 速度 9 沿 空 间 曲 线 运动 ,证 明 它 的 加 速度 茎 
为 

dv 


这: 
各 二 一 -下 十 -性 
dt n 


其 中 Tf 是 宅 间 基线 的 单 梓 切线 矢量 ,是 单位 主 法 线 矢量 ;p 隆 
曲率 半径 。 
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第 五 章 “ 场 、 梯 度 、 散 度 及 旋 度 


谋 许 多 科学 技术 问题 中 ,为 了 研究 某 个 物理 现象 ,常常 需 
要 考察 各 种 物理 量 ( 例 如 ,万 . 电 ,位 .温度 ,还 兰 . 密 订 等 ) 在 空 
间 的 分 布 情况 和 变化 规律 ,为 此 ,有 必要 引进 场 的 概念 。 在 场 
这 个 慨 念 的 基础 上 ,本 章 所 讨论 的 内 容 包 括 三 个 部 分 ,数量 场 
的 神 度 , 闫 景 场 的 散 度 其 和 关 量 场 的 旋 度 。 这 些 内 容 是 学 习气 体 
动力 学 ,电工 理论 ,无 线 电 以 及 其 他 许多 专业 课程 的 基山 . 


§5.1 场 


一 、 场 的 概念 

一 物理 量 随 着 它 在 空间 (或 空间 的 某 一 部 分 ) 的 分 布 情 况 
的 不 同 ,所 产生 的 物理 现象 也 就 不 会 相同 。 因 此 ,要 了 解 某 一 
物理 现象 ， 就 必须 掌握 发 生 该 物理 现象 的 各 物理 县 的 分 布 情 
况 ,以 及 它们 随时 间 的 变化 规律 。 营 如 ， 为 了 预报 一 个 地 区 在 
某 一 段 时 间 内 的 气候 ,就 要 知道 其 附近 各 地 区 的 气压 、 气 漫 等 
的 分 布 情 况 以 及 它们 随时 间 变 化 的 规律 .同样 ,楼 了解 电场 的 
变化 ， 就 须知 道 其 电位 、 电 场 强度 等 物理 量 的 分 布 及 变化 规 
律 。 

定义 “如果 在 空间 (或 空间 的 某 一 部 分 ) 中 的 每 一 点 ， 都 
对 应 着 某 个 物理 量 的 一 个 确定 的 值 ， 则 称 此 空间 为 该 物理 量 
的 一 个 场 . 如 果 所 确定 的 这 个 物理 量 是 数 弛 ,就 称 这 个 场 为 
时 场 ;如 果 是 矢量 , 则 称 为 矢量 场 。 z 
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例如 ,深度 场 、 密度 场 及 电位 场 是 数 恕 场 ! 而 力 场 , 速 许 场 
册 是 天 是 疡 。 

此 外 ,需要 指出 的 是 ,车 描述 场 的 某 个 物理 量 ， 在 场 的 种 
扎 处 的 对 应 值 不 随时 间 变 化 , 风 称 该 场 为 稳定 场 ,将 则 ， 就 是 
非 稳定 场 。 一 般 说 来 ,现实 中 的 场 多 是 非 稳定 的 ， 介 在 一 些 实 
际 辣 题 中 ,如 果 在 较 乔 的 时 间 内 ,在场 中 同一 点 处 的 物理 是 变 
侯 很 小 ,那么 为 了 简化 起 所, 就 可 以 将 客 近 似 看 作 稳 定 场 。 以 
后 我 们 只 讨论 稳定 声 ,不 过 ,所 得 投弹 果 世 适用 半 非 稳定 场 的 
每 一 餐 间 情况 。 .| : 

场 这 个 概 伪 来源 二 物理 学 , 它 是 天 量 分 析 的 基础 .在 数学 
概念 上 , 场 是 从 量 的 方面 去 描述 自然 现象 的 某 些 芷 司 特性 的 ， 
是 客观 世界 的 一 定数 量 关 系 和 空间 形式 的 一 种 表示 方式 。 

根据 场 的 定 区 不 玲 朋 站 , 扬 是 用 空间 的 点 函数 迷 表 征 的 。 
通常 说 给 定 一 个 场 ,就 是 指 给 出 该 空间 的 点 因数 ;反之 如果 
给 出 室 间 中 某 一 个 点 国 数 ,也 就 是 给 定 了 一 个 坊 。 央 之 ,数学 
上 总 是 用 空间 的 点 函数 来 严 林场。 于是， 所谓 给 定 了 一 数量 
场 ， 就 相当 于 给 定 了 帘 亲 点 的 一 个 数 性 商 数 x 入 ) ;而 给 定 一 
矢量 场 ,就 相 当 于 给 定 了 空间 点 的 一 个 舌 性 函数 @ (MMH) ,其 中 
并 表示 空间 城中 的 点 。 

在 直角 尘 标 系 中 ,由 于 空间 的 点 艇 由 它 的 三 个 他 标 wx，y， 
z 所 消 定 ,因此 ,一 个 数量 场 可 以 用 空间 点 的 数 性 卫 数 


u{M) =u(xs Ys2) 《5- 1 
来 表示 。 同 拌 , 一 个 天 量 场 可 以 用 空 问 点 的 矢 性 留 数 
A {5-2) 
来 描述 。 即 
ot) =a taf +ok (5-2a) 


记 作 如 = 4 xs tys ds } 其 中 x、 yz 是 扣 虹 的 尝 标 ， 而 
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人 二 GTX 和 ys2) 0 = 0X ys) 0: = (xX, Ys 2) 
是 矢量 gz 的 三 个 坐标 分 量 , 它们 是 点 的 数 性 函数 。 由 此 可 见 ， 
一 个 天 量 场 qf ,是 由 三 个 数量 场 ax,0y,0, 米 确定 的 。 

场 有 两 个 重要 的 粮 助 概念 ， 即 数量 场 的 等 值 面 和 天 量 场 
的 矢量 线 ,它们 有 助 于 人 们 形象 地 了 解 场 及 其 性 质 。 


二 、 数 量 场 的 等 值 面 


轩 数 量 场 的 定义 可 知 ， 分 布 在场 中 各 点 处 的 数量 乃 是 
场 中 之 虚设 的 单 值 函 数 # =uCM) = W(X ;Ys2)o 今 后 ， 恒 概 定 
这 好 数 具 有 一 阶 连 续 偏 导数 ,在 数量 场 # =&(x,y,2) 中 ,为 了 
页 观 地 研究 物理 量 4 在 场 中 的 分 布 情况 ,就 需要 考察 场 中 那些 
有 相同 数 基 的 点 ,也 就 是 满足 方程 
u(x ys2) = (5-3) 
的 点 ( 式 中 CC 是 常数 ), 这 些 点 在 几何 上 构成 一 个 曲面 , 这 样 的 
晤 面 称 为 数量 场 的 等 值 面 ,因此 式 (5-3) 就 是 等 值 面 方程 。 例 
如 ,温度 场 中 的 等 信 面 ,就 是 由 温度 相同 的 各 点 所 组 成 的 等 温 
面 ; 又 如 , 设 在 坐标 原点 置 有 一 电 景 为 9 的 电荷 ,于 是 它 在 空间 
形成 一 个 电位 场 (数量 场 )。 这 个 场 由 数 性 函数 := 一 < 所 


Tr 


确定 ,其 中 r 是 空间 中 的 点 到 电荷 的 距离 ，e 为 介 电 常数 .不 难 
看 出 ,这 电位 场 的 等 值 面 ,就 是 由 电位 相同 的 各 点 所 构成 的 等 
位 面 , 它 由 方程 


Hf = i = tC 是 不 等 于 零 的 常数 ) 


ner 
即 
a 
“一 村 和 
来 决定 .这 乃 是 以 原点 (电荷 ) 为 中 心 的 球面。 
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在 式 (5-3) 中 ， 车 卡 
C=CCC uC， 
,= el， 等 生 系 列 不 同 的 常数 值 ， 就 得 到 
4 5， 一 系列 不 同 的 等 值 而 (图 -31)。 这 
旅 等 值 面 充满 了 整个 数量 场所 在 
的 区 癌 , 而 且 互 不 相交 .因此 ,我们 
可 汉 用 一 族 等 介面 ， 来 摘 缀 数量 
加 5-1 的 几 同 科 企 由 二 数 量 志和 
一 点 都 对 应 一 个 # 值 ， 故 遂 过 场 中 每 一 点 只 能 有 一 个 等 什 面 。 
例如 ,通过 点 峙 , (xo ,Yos20) 的 等 值 面 为 
中 (YE 
同 祥 地 ,在 冰 数 v = pz(x， 妇 所 表示 的 平面 数量 场 尝 ， 其 有 
同 常数 值 C 的 点 ,就 组 成 议 个 数量 场 的 等 值 线 
vtxsy) = (5-4} 
例如 ,地 形 图 上 的 等 高 线 ,地面 气 莹 图 上 的 等 讨 线 ,等 温 线 等 ， 
它们 都 是 平面 数 姐 场 中 的 荨 什 线 。 
数量 场 &(x ,yyz) 可 以 署 作 是 由 一 层 一 民 的 等 值 而 诸 起 
来 的 。 场 的 等 信 耐 或 等 值 线 , 可 以 帮助 我 们 更 直观 地 了 解 某 个 
物理 量 的 分 布 情况 事实 上 ,等 信和 曾 ( 或 等 值 线 ) 的 蕊 密 程度 ,就 
表征 该 数 景 场 的 分 布 状态 。 显 然 , 等 值 面 密集 之 处 , 数 早 场 的 
空间 变化 就 快 ; 反 之 ,等 值 而 类 踊 之 处 , 场 的 空间 变化 就 慢 (等 
什 线 对 于 平面 场 的 情况 也 是 这 样 )。 因 弟 ,从 理论 上 讲 , 只 匡 作 
出 数量 场 的 一 族 甘 值 而 (或 等 值 线 ) ， 那 么 该 局 的 分 布 状况 也 
辟 一 目 了 然 。 比 如 ,在 地 形 图 上 ,每 隔 一 定 高 诬 , 画 出 相应 的 等 
高 线 , 它 们 的 荒 铭 稳 度 各 处 是 不 一 样 的 。 这 样 ,不 仅 能 根据 地 
形 图 上 等 高 线 及 其 所 标 出 的 高 度 ， 以 了 解 该 地 区 地 势 的 高 低 
情 帝 ;而 且 还 可 根 锯 等 高 线 在 各 处 的 栈 密 程 度 , 来 涛 定 该 地 区 


182 


查 和 个 方向 上 坡度 的 大 小 ， 等 商 线 备 的 地 方 ， 巡 明 提醒 的 芝 
度 小 ;反之 , 帘 的 地 方 ,坡度 就 大 。 

例 5.1 设 i(x,Y,2)=x+y+z—1, 则 在 空间 中 的 每 一 
点 ,都 对 应 于 2fxy 2 20 一 个 确定 的 数值 。 侠 如 ,二 00,0) = 


-lua(00，1) = - #00;1;1) = 1,4(2,3,5) = 等 “所 以 


MX 表征 的 室 = 间 是 一 个 数量 场 。 而 
u(x YF) OO 
就 是 它 的 等 信 面 ,于 是 有 
: Xty+2-1=C 
即 
Xty+2- +C)=0°" 
这 是 平面 方程 .由 于 和 可 以 取 各 种 
走 同 的 常数 值 ,次 4 的 等 什 面 是 一 
族 互 相 平 行 的 平面 (图 5-2) 。 


三 、 拓 最 场 的 关 是 线 


在 前 面 ,我 们 引进 了 等 介面 来 形象 地 描绘 数 下场 。 对 于 拓 
量 场 ， 为 了 直观 地 表示 天 嫩 的 分 布 状 况 ， 现 引入 估量 线 的 概 
念 。 所 谓 关 量 线 , 态 是 这 样 的 曲线 ， 在 它 上 面 每 一 点 处 的 切线 
方 光 ,者 与 场 的 天 量 在 该 点 的 方向 -- 致 (图 5-3)。 此 外 ， 天 量 线 
的 筒 窗 度 表 示 了 天 量 场 中 各 点 寺 
量 的 数值 大 小 。 傅 如 ,矢量 场 


E= 人 于 


A4ner: 


检定 了 空间 点 上 电 桨 电场 的 强度 ， 
其 中 9 是 电 奖 的 包 党 , 7? 是 电荷 到 图 5-3 
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场 中 一 点 的 位 矢 。 六 此 对 于 正 电 入 ,天 


| 量 线 是 由 电荷 出 发 的 射线 (图 5-4) ,而 
AN pA 矢量 线 的 方向 就 是 该 点 电场 的 方 同 ? 
4 且 徘 近 点 电荷 处 天 量 线 稠密 ,这 说 明 
p44 | 、 越 徘 近 9 处 电场 越 强 。 电 场 中 的 这 种 矢 
量 终 称 为 电力 线 (或 电场 线 )f 磁场 中 
的 天 量 线 称 为 硫 力 线 ! 而 在 流体 的 速 
度 场 中 ,天 量 线 就 是 流体 的 流 线 。 
对 于 已 知 的 矢量 场 w = 好 (x，yyz)， 我 们 来 导出 它 的 区 量 
线 方 程 ,为 此 ;设计 (x ,ys2) 是 打量 线 上 人 尾 一 点 ， 则 该 点 的 位 
央 为 
r=xEty?tzk 
取 微 分 ,在 
dr =dxi tdy7 +adzk 
出 于 矢量 g9 在 点 时 处 与 矢量 线 相 切 ， 按 矢量 钱 的 定 尽 , 它 必 
定 在 开 点 处 与 场 的 天 量 
= tas +ak 
共 线 ,因而 其 对 应 分 量 必 成 出 俩 ,于 是 得 
dx _ dy _ dsz 
x ay ™az (5-5) 
这 是 一 个 对 称 型 线性 方程 , 称 为 矢量 线 的 微分 方程 。 在 式 (5- 
5 中 , 若 其 中 有 一 分 母 为 堆 , 可 理解 为 相应 的 分 子 亦 为 霍 。 承 
上 式 中 适当 选取 两 个 方程 ,分 别 求 得 它们 的 通 解 为 
人 = 1 (5-6) 
Ho (Xs Vy 2 00) =0 
这 点 是 所 求 的 矢量 线 方 程 ,其 中 c1,c; 为 任 毒 常数 。 式 (5-6) 是 
天 量 场 a (lf) 的 空间 天 量 线 族 , 著 给 定 声 中 一 点 好 的 初始 条 


184 


件 , 就 可 求 由 过 加 点 的 -条 矢量 线 。 不 难 证 明 ， 过 矢 晤 场 中 每 
一 点 部 只 方 一 条 矢量 线 道 过 , 印 矢 旱 线 彼此 不 会 相交 , 且 矢量 
线 族 充满 了 整个 舌 量 场所 在 的 空间 。 
在 所 考察 的 空间 中 , 沙 任 到- .曲线 (不 是 矢量 线 ) !, 过 ! 上 
的 每 一 点 引 一 矢量 线 , 则 这 些 矢 重 线 形成 二 曲面 ， 称 为 矢 线 
面 。 它 具有 这 样 的 特征 ,在 并 。 
上 所 有 点 处 ,矢量 中 在 该 面 的 
法 线 上 的 投影 为 替 。 当 ! 是 条 
闭 曲 线 时 ， 就 得 到 --- 管 形 的 
矢 线 而 , 称 为 矢 线 管 (图 5-5)。 
例 5.2 设 


yi 
vv 
求 拓 量 线 方程 ， ， 呈 
解 ” 在 空间 中 除 (0,0,0) 外 ， 每 一 点 都 对 应 一 个 矢量 a。 


(3 -v3 人 
mac,bDe 1 3» “3»0 a0 -| 广 ， 


一 3 


"和 , 罗 THDa 表征 的 空间 部 分 (原点 为 点， 应 除外 》 


为 一 估量 场 。 据 式 (5-5)， 矢 量 线 的 微分 方程 为 

dx dy_dz 

3 -x 中 

dx 如 yy 
从 = 解 得 
x + yy = 
又 出 dz =0, 得 
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2=C， 
寺 是 得 笑 量 线 方程 
人 ty?:=C, 
2 = 

这 是 一 族 中 心 在 xz 轴 上 , 且 平 行 于 
XOy 坐标 平面 的 圆 〈 图 5-6)。 图 
中 为 z= 0 及 >z= 丰 两 平面 上 的 名 
量 线 。 
试 求 它 产生 的 引力 场 下 的 力 线 
《 即 天 量 线 )。 

解 设 该 质点 位 于 直角 坐标 系 的 原点 , 则 根据 牛顿 定律 ， 
它 对 位 于 fr = x+ yy + 天 处 单位 质量 质点 oz 的 引力 盏 为 


F= i 
六 
其 中 f 为 牛顿 引力 常数 , 因 m' =1, 并 设 AM = mm 由 
F= -2p 
六 
于 是 力 线 的 微分 方程 为 
dx _dy _dz 
Fe Fy, FEF, 
邯 
dx Fs dy_F, G) 
ds PF.” dz FF, 
这 里 又 出 于 
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F,= mm 
fr 


将 此 式 代 入 式 ( 人 中 ,得 到 


积分 ,得 力 钱 方程 组 


下 =*C1z (CC: 为 任意 常数 ) 
Y EE Cz 


由 此 可 见 ,对 这 个 引力 场 忆 而 言 ,其 力 
线 是 由 无 穷 远 处 发 出 而 止 于 仆 标 原点 
( 即 通过 该 质 卜 本 身 ) 的 一 让 射线 (图 5 、 pd 


-7)。 et 
例 5.4 ” 设 点 电 共 9 位 于 坐标 原 

点 , 列 由 电学 可 师 ; 它 在 周围 空 间 的 任 / ~、 

一 点 (x, ygz) 处 所 产生 的 电场 强度 

为 


电位 为 


其 中 是 介 电 常数 ,多 = + yj +? 下 为 用 点 的 术 基 ,r | | 
= x? 二 Yi+z2。 试 求 (1) 电场 强度 场 杏 的 电力 线 (矢量 
线 ) 方 程 !(2 》 忠 己 场 『 上 的 等 电位 面 方程 。 

解 ” 我 们 知道 ,电荷 周围 存在 一 科 特 殊 物质 , 它 所 占 的 空 
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己 前 盆 称 为 电场 。 在 电场 中 ,每 一 点 都 有 一 个 于 场 强 让 加 , 同 
时 也有 一 个 记 位 ,前 者 为 所 景 , 后 者 是 标 最 。 玉 有 VY 是 谈 征 电 
场 人 性 质 的 两 个 最 重要 的 大 量 , 间 电 场 用 吾 表 征 时 ,是 一 个 拓 量 
场 , 称 为 电场 强度 场 :而 涯 电 场 用 素 表 征 时 ， 则 是 一 个 数量 场 ， 
称 为 电位 场 。 所 以 ,电场 噬 是 一 个 闫 量 场 , 又 是 一 个 数量 场 。 


dor 
= = 9 
E: 4feEr3 :E, 有 和 FE "Es daer 
由 五 的 矢量 线 的 微分 方程 为 
dx dy de 
Ey E, E, 
四 、 
dx dy dz 
ry 
则 有 rdx dy. 
X 3 
dy .42 
J 是 
解 之 ,得 


xs=C7 (CC: 为 任 章 常数 ) 
J Ca ， 


这 就 是 电场 强度 再 的 矢 基 线 方 
程 。 其 图 形 是 一 族 从 坐标 原点 出 
、、、” 发 的 射线 (图 5-8 中 的 库 线 )， 在 电 
学 中 称 为 电力 线 。 

(2 》 电 位 场地 的 等 值 面 , 称 
用 5 为 等 电位 而 ,其 方程 为 三 (zy y,2) 


= 人 0, 剧 然 , 等 电位 面 上 每 一 点 的 电位 都 相 司 。 
由 太 = 一 < 一 , 则 电位 场 六 的 等 电位 耐 方程 为 


时 和 


0 
ANEV MX2 十 多 2 十 2 


化 简 后 得 


2 422 9 (常数 Cs0) 
dre 


不 难看 由 ,这 是 以 原点 (0，,0, 0) 为 心 、 二 0 为 半径 的 一 族 略 


心 球面 {图 5-8 中 的 实 线 )。 

例 5.5 电流 了 流 过 “无 限 长 "的 直 导 线 , 在 导线 周围 产生 
磁场 ,而 在 磁场 中 的 每 一 点 , 都 有 一 个 磁感应 强度 加， 全体 县 
形成 一 个 矢 电场 , 它 的 矢量 线 称 为 磁力 线 , 求 磁力 线 方程 。 

解 ”电流 或 运动 电荷 的 周围 ,存在 一 种 特 跌 的 物质 , 它 所 
占 的 空间 部 分 称 为 磁场 。 而 用 来 志 征 磁场 性 怖 的 最 重要 的 大 
量 ,就 是 磁感应 强度 吾 , 它 描 述 场 中 每 一 点 的 强 弱 与 方向 。 负 
场 也 常用 磁场 强度 下 来 表示 , 且 B = * 殖 ,其 中 m 是 碘 导 率 。 

在 任何 磁场 中 ,磁感应 强度 如 (或 磁场 强度 王 ) 的 矢量 线 ， 
每 一 条 都 是 环绕 电流 的 闭合 曲线 。 它 的 回转 方向 和 它 所 环绕 
的 电流 方向 按 “ 右 手 定 则 ?来 确定 。 

现 考 察 “ 无 限 长 ” 直 岂 流产 后 的 议 磁 场 ， 且 取 导 线 为 z= 轴 ， 
则 


了 . 
B= 了 一 3? Tx 
其 中 rf 为 场 中 任 一 点 到 导线 的 距 沿 ,由 于 
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-gl 
2x= et 


I 
他 2xF3 


Ps=0 


则 如 的 失重 线 的 微分 方程 为 

dx dy dz 

-yy 区 0 
解 之 ,得 
XYyi=C1? 
2= 人 ts 
这 就 是 所 求 的 磁力 线 方 程 。 容 区 
看 出 ,这 是 中 心 在 z 轴 上 、 且 平行 
于 xOy 平 面 的 一 族 轩 ( 图 5-9), 晨 
然 ， 在 同一 病 让 上 ， 召 的 大 小 相 
等 ,其 方向 则 滞 辕 的 贸 线 方 癌 ， 


本 题 


1T， 指 出 下 列 数量 场 的 分 布 区 域 , 并 求 出 其 等 值 面 。 
C1) wex+y, 


1 


(2) urirThy tortd’ 


{3) t=Arcsin 
AAA 十 

2， 求 詹 量 场 三 二 x+ y 帮 +> 开 的 区 量 线 方程 。 

$， 求 撩 量 场 =x2f + yz 一 (x?:+y:) 于 的 天 量 线 方 
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程 。 
4。 求 关 量 场 可 = xi + yy 了 +22 下 过 点 几 (1.2,3) 的 矢 攻 


艇 方程 。 
5. 求 流体 速度 场 y =xy ?i+x?yF 了 +2y? 下 的 流 线 方 程 ， 


$ 5.2 数量 场 的 梯度 


前 已 述 及 ,在 数量 场 中 ,我 们 可 以 借助 于 等 值 面 ( 线 )， 来 
形象 地 描述 数量 w=4( 叶 }) 的 分 布 稍 况 ,但 这 只 是 对 数量 场 的 
一 种 整体 性 的 了 解 。 为 了 更 深入 了 解 场 的 性 质 , 有 必 机 研究 将 
量 场 时 男 一 重要 方面 ， 世 就 是 煞 是 wx 在 场 由 各 个 点 处 的 邻 城 
内 、 治 每 一 方向 的 变化 情况 ， 这 样 对 场 就 作 到 了 局 部 性 的 了 
解 。 例 如 ,在 考察 温度 场 时 ， 若 要 疗 解 场 中 热 的 分 布 及 转移 的 
规律 ,就 得 知道 温度 沿 着 任 一 方向 变化 的 快慢 ,也 就 是 需要 讨 
论 数 最 场 沿 着 任 一 方向 的 变化 率 问题 ,为 此 ,这 里 引入 方向 导 
数 的 概念 。 

1。 方 向 导数 的 定义 

设 给 定数 量 场 sy =w(M)， 在 场 中 
请 定 一 点 好 过 好 引 任 一 方向 寺 ( 国 
5-10)， 嵌 是 z 上 与 点 好 "邻近 的 一 动 M 
点 * 而 态 1 为 机 0 与 财 的 距离 (AT = M, 
及 tM)。 当 动 点 用 向 1 无 痕 趋 近 于 信 。 

时; 阁 比 式 


图 5-10 


dy _ ut) — ytAM,) 
Ai 41 


的 极限 存在 ; 则 称 它 为 函数 uxt 而) 在 点 着 ,处 沿 / 方 向 的 方向 导 
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数 ， 记 作 37 ! 
4 0, 


am wa -ao) (57) 


这 个 导数 掺 述 了 函数 4《 计 ) 在 点 朋 o 附 近 沙 着 方向 ! 的 变 
化 迟 况 ,由 于 已 假定 极限 存在 , 则 由 极限 性 质 可 知 , 当 极 限 为 正 


时 , 则 在 该 方向 [上 点 朵 ,的 近 旁 ,不 等 式 & 人 > 0 


成 立 ,这 时 , 若 4>0( 即 训 。 到 及 的 方向 与 1 的 正 向 一 致 Ys 则 有 
sa)>>a(Ma)， 这 说 明 函 数 aiM) 在 点 灯 。 的 近 旁 河 着 ? 正 向 
的 变化 是 增 寺 的 :反之 ,者 涉 <-0, 则 有 za(CM)<aCHM。) ,表明 函 


数 在 点 村。 的 近 旁 沿 着 1 负 向 的 变化 是 减少 的 ,总 之 , 当 人 > 0 


时 ， 遂 数 s( 4 ) 沿 7 正 商 就 是 增加 的 ; 同 理 , 当 Sy<- 0 时 , 则 函数 


涪 正 向 就 是 减少 的 。 册 此 可 见 , 方 向 导数 万 是 图 数 碟 好) 在 一 
个 点 处 沿革 一 方向 对 距离 的 变化 率 。 
2。 方 向 导数 的 计算 公式 
以 上 定义 了 函数 xD 的 方 商 导 煞 ,那么 我 们 要 间 ， 在 什 
么 人 条件 下 ， 式 (5-7) 当 训 了 Yo, 时 的 极限 一 定 存在 昵 ? 对 此 我 
公有 下 面 的 定理 。 
定理 1 车 函数 w(t) 三 #2) 在 成 于 0(x0yyn0s2n) 
处 可 徽 , 则 它 在 点 型 4。 处治 方向 的 方向 导数 必 存 在 ,县 由 如 下 
的 会 式 给 出 
az ou 
日 | dx 


其 中 忠 、3 、 屯 是 函数 gw (M) 在 点 Mo 处 的 偏 导数 ，cosc， 


| dQ 
cosy+ By os + FosY 65-8 
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cosPp,c0sp 庆 #4 方向 上 的 方向 余弦 。 

证 如 图 (5-10) 所 示 , 在 ?方向 点 训 0 的 近 旁 取 一 动 点 
M(xoF Axs Yot+Ay,20 + Az), 因为 函数 # 在 点 于 ,处 可 微 ， 
故 石 

Au =utM) -ncMo) 


Ou DN Ou 


其 中 引 表 示 骨 4 与 可 两 点 间 的 距离 ,而 s 则 随 着 仙 玉 村, 而 越 于 
零 。 将 了 上 式 两 端 除 以 机 ,得 


Au _ Ou Ax | Ou Ay [Ou Az 
Ar ox A 5y AT 9z AT 


Az+erhl 


Ayu - 
AT 


a cosa + $2 cosp + Stcosp+a 
令 AI=0 取 极限 ,注意 到 此 时 有 e->0, 就 得 到 公式 (5-8)。 

由 此 可 见 , 求 数量 场 的 方向 导数 ,通常 就 化 为 业 信 导数 及 
给 定 方向 的 方向 余弦 的 计算 ,方向 导数 是 篇 导 数 入 念 的 推广 ， 
显然 ; 当 i! 取 平行 于 坐标 轴 的 方向 时 ， 那 么 方 则 导数 就 是 偏 导 


数 。 
例 5.6 求 国 数 4 =v x? 十 yw2 22 在 点 于 of(1,0,1) 处 沿 
= 王 十 28 + 2 天 方向 的 方向 导数 ， 
Ou Ot 多 
解 。 57 
variryta OY Vxit+yi+2 
O04_ 2 
Oz WA MX2 十 32 十 2 
在 点 术 ,t1,0,1) 灶 ,有 
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Oun_ 1 Ou -0 Ou_ 1 
Ox vo Oy “02 v2 


而 的 方向 余弦 为 


安心 本 全 = 村， tospt= 3 cosy= 3 


加 出 公式 5.3) ,得 
OW 


Ou _ Ou Ou dn 
-3 Bw cosat sy cosp + cosy 


__ 1 | .2 I 二 有 
-3 
例 5.7 设 函 数 g 李 ) = 3x2 十 22 一 2yz 十 22X。 求 #4( 册 ) 在 


点 计 g(1,2,3) 处 沿 着 舌 量 t y2s2X XY } 的 方向 导数 。 


Dt Or 
解 Be Bx + 22, dy = pe 


ON _»,_ 
de = 2 2y 2x 


定点 几 (i， 2， 3) 处 ， 有 


页 
{ yzyzxXoxy | we= {6,3,2} 


则 方向 余弦 为 


3 2 
cose = 总， tosp = 了 cs 一 了 
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所 以 得 


A 6 3 2 62 
二 二 一 
下 
例 5.8 求 电 位 场 
矿 (xy， ys2)= 了 4 


在 场 中 任 一 点 (原点 除外 ) 上 (xy，yys)， 沿 等 电位 面 的 外 法 线 
方向 的 变化 率 。 

解 ”等 电位 面 是 球 心 在 原点 的 球面 ， 故 它 的 外 法 线 欠 是 
车 的 方 同 余弦 为 


一 将 EF- J = 三 
[直下 r 而 cosp r ;DY 7 
叉 因 六 
9 _ gx OF __ gq» 
dx drers * dy drers 
9F__ gz 
Oz dner’ 
所 以 得 


从 以 上 的 讨论 可 知 , 公式 (5 中 的 意义 就 在 于 ; 褒 任何 放 
向 的 导数 ,都 妇 结 为 多 元 函数 偏 导 数 的 计算 。 

下 面 , 我 们 设 C 为 一 光 清 曲线 ， 在 C 上 取 定 一 点 好 ,作为 
计算 狐 长 3 的 起 点 ,并 将 弧 长 3 增 大 的 方向 规定 为 C 的 正 同 ,在 
这 样 的 规定 下 ,就 有 如 下 的 定理 。 


到 5 


定理 2 设 4 =a(xyyz) 是 在 也 含 肝 线 C 的 空间 域 直 分布 
的 数量 场 ，47 为 人 上 的 一 点 ， 在 
诸 : 处 次 C 的 正和 商 作 一 与 C 相 霜 的 
英 线 1( 图 5~11)。 靳 阅 炊 gCx, 22 
在 1 处 有 连续 的 一 阶 情 导 数 , 则 
在 并 0 处 ,公式 

疼 8-11 Qu du (5-9) 


一 一 到 一 


Bx dS 


成 谋 。 四 w(x ,yz2) 竹 点 肝 s 钼 对 骤 长 的 微 商 ， Sy) 
在 该 点 处 沿 雪 线 正 商 的 方 商 导数 。 

证 设 形 是 时 线 C 上 点 型 5 近 旁 的 一 动 点 ( 措 志 六 册 ， 记 
作 凡 6 = po 因为 函数 ai 可 微 , 故 有 
Ay _ du Ax Ou dy 


一 二 一 


AS dx AS dyAS 


Ei Es 
32 AS AS 


式 中 ， 当 诸 一 对 时 ,有 e>0. 过 一 1。 


依 此 ; 令 峙 二 Mo 对 上 趟 到 极限 , 则 得 
du Ou dx , Ou dy ,Ou dz 


dS dx dS dy ds dz d5 
xs sd 
容易 四 出 ,地 训 臣 了 5 就 是 曲线 C 的 正 向 切线 ! 的 方向 余 玉 
Ne 


SX cosa, 从 = eosg, = cosy 


du -~ On osa 二 3 cosp+ Secosy ‘5-189) 


ds Ax dy 


称 为 在 对 "处 沿 曲线 C( 正 向 ) 的 方向 导数 。 
Ou A Er 


值得 指出 的 是 , 式 (5-10) 中 三 个 偏 导数 【35 ,六 ,下 


与 曲线 C 的 形状 无 关 ，, 而 a,8,y 仅 与 过 点 用 处 的 曲线 C 的 广 
同 有 关 。 对 于 过 和 衣 4 点 的 一 切 曲 线 ,只 要 宪 们 在 点 前 0 与 C 具有 
相同 的 切线 , 那么, 在 点 骨 o 处 党 着 所 有 这 些 曲 线 的 导数 ,就 都 
与 看 该 点 沿 着 曲线 的 导数 相同 , 昌都 等 于 应 数 在 点 夺 , 处 粮 
着 曲线 在 该 点 的 切线 方向 的 导数 。 

乍 平面 场 的 情况 下 , 设 印 数 # = (x, y)， 则 考 商 导数 可 表 
示 为 

Gu _ dn 


Ou 
Bi Bx? sa tTy osp (5-11) 


例 5.9 设 数 便 场 w(x,y ,2) = Xx? 一 yy 十 Zz。 求 U(x 93) 
在 点 (1 -1, 人 0 处治 方向 全 + + 天 的 方向 导数 。 


Ou 一 Ou Ou 一 一 
解 dx 2X, dy 2 dz 1 在 点 (1， 1;50) 寻 ,有 


Ou Ou _ du 
dx 2 Oy 2 之 i 
间 # 的 方向 余弦 为 


197 


二 | 
bm 
号 
局 
i| 
四 
局 
En 
| 
和 
心 
8 
人 
| 
Ey | 


二 、 梯 度 

方向 导数 解决 了 邱 数 gw( 邓 ) 在 给 定点 寻 沿 某 个 方向 的 变 
北 率 问题 ,然而 ,对 于 场 中 每 一 个 给 定点 ， 都 可 引出 无 穷 多 个 
方向 ;而 及, 洛 其 中 任 一 方向 ， 一 般 都 有 一 个 方向 变化 宁 ， 那 
芭 ， 画 数 在 给 定点 处 的 方 记 导数 就 有 任 审 多 个 : 因此 ,这 并 不 
是 以 表述 场 申 每 一 点 的 变化 特性 .我 们 所 关心 的 问题 是 ,数量 
场 u{ 玉 ) 在 给 定点 村 的 各 个 方向 的 变化 率 店 , 裕 其 中 鄂 个 方向 
的 变化 率 为 最 大 ? 景 大 的 变化 率 又 是 多 少 ? 为 了 解决 这 个 问 
题 , 在 这 里 引入 梯度 的 概念 。 

1， 梯度 的 定义 

我 们 来 分 析 方 向 导数 的 公式 {5-8)， 

和 sa + 

其 中 cosa.cosp 及 cosy 是 的 方向 余 驴 , 也 就 是 这 个 方向 上 的 
单位 矢量 


CS 有 下 Oleosy 


d=ecosad +eosp8 +ecosyk 
的 坐标 分 最 ,至 于 该 式 右 六 其 余 的 三 个 数 3 “5 和 8， 也 可 
奢 作 一 个 笑 量 人 的 洗 标 分 量 , 即 取 


_ dr Ou 
G=-sit+t 


,On 
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这 样 , 好 在 给 定点 处 就 是 一 固定 矢量 。 于 是 利用 天 量 的 标 积 定 
站 及 其 二 基 ， 就 将 由 呈 数 表 未 为 两 关 蜂 的 本 可， 


sy = 3 一 + + Sk ) (Cost +t cospF + cosyk) 


二 和 

=| tosG,L') (5-13) 
其 中 第 一 个 矢量 他 上 只 与 酒 数 s (以 ) 在 给 定点 外 的 三 个 偏 导 数 
有 闫 ;而 与 4 的 方向 无 关 ; 第 二 个 舌 量 8 是 在 给 定点 处 的 单位 
切 向 过量 , 只 与 的 方向 有 闫 ,而 与 水 数 s( 训 ) 无 关 。 上 式 表 明 ， 
各 在 方向 上 的 投影 ， 正 好 等 于 活 数 4( 计 ) 在 该 方向 上 的 方向 
导数 ,由 此 不 难看 出 ， 

1》 当 上 与 个 甬 合 且 辣 向 ; 芭 其 夹 角 (如, 4") 为 零 时 ;有 cos 

‘Gt =1, 于 


= 如 | 


0D 吕 二 G 太 居间 当 # 与 如 
反问 , 即 其 实 角 < 如 ,2 站) 为 x, 有 cos 如 ;2 = 1; 此 时 方向 时 
数 取 得 最 小 值 


|G) 


也 就 是 (HY) 沿 着 6 的 反方 向 减少 得 最 抉 。 
2 ) 当 与 人 正 交 ; 夹 角 < ， 29) 为 于 时 ,有 cos《@,2?) = 


A 
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其 绝对 值 小 于 G1。 

田 此 可 见 , 代 时 妇 的 方 商 就 是 末 数 区 好) 变 必 襄 最 大 的 方 
庙 , 它 的 模 世 四 是 六 个 上 可 天 变化 这 的 数值 。 我 们 抬 佐 町 售 男 数 
可 在 给 定点 大 的 本 度 。 

定 久 数 第 汤 4C8) 在 点 好 处 的 梯度 是 过 该 点 的 - 个 天 
是 他, 洛 着 祥 个 天 是 的 方向 , 静 数 眶 以 ) 增 加 得 最 快 ;而 它 的 模 
就 是 约 ay) 在 这 个 方向 的 方向 导数 。 简 言 之 ,一 个 指向 履 虹 ) 融 
加 得 报 快 的 方向 , 且 大 小 等 于 在 此 方向 的 导数 的 其 量 个 , 称 为 
2 ii) 的 稀 度 , 记 作 gradagaz)， 邯 

GG = eradut) 

梯度 的 这 个 定 尽 与 航标 未 的 盎 择 无 关 ， 它 是 由 数量 场 中 
数量 85) 的 分 布 所 潜 定 能 。 利 用 方向 导 交 的 公式 ， 可 以 写 出 
裕 度 仁 直 刘 坐 宗 系 由 的 表示 式 

Trade = 65 i + + Sak (5-14) 
2。 梯 度 的 性 质 
1) 梯度 gradu(M) 在 任意 方向 的 投影 等 于 uCMM) 在 这 
个 方向 的 方向 导数 (图 ;-12)。 即 有 


ou - radiu (Ch!) 


事实 上 ， 前 面 已 由 方向 导数 公式 
得 到 了 式 (5-13)， 其 中 全 的 方向 就 是 
取得 最 大 值 的 方向 , 而 按 梯度 的 定义 ， 
有 &tradnataz) = 疗 . 因 示 


2 -GL = gradiud! 


= gradiw 《5-15) 
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由 此 可 册 , 只 本 求 出 4 和) 在 三 个 正 交 方向 的 变化 京 ， 就 
先例 确定 了 梯度 , 式 (5-14) 就 是 用 KGW) 在 x、ysz 轴 方向 的 这 
什 率 来 确定 梯度 的 , 另 一 方面 , 宰 度 gradu (5) 不 仅 维 出 了 数 
莉 场 244) 在 点 枢 处 具有 最 大 变化 率 的 方向 和 数值 :而 县 ， 只 
要 知道 了 霸 度 , 就 知道 xy) 在 场 中 每 一 点 处 沿 任 一 方向 的 蛮 
化 率 , 因 下 ,梯度 笑星 gradx(i) 完 全 刻 旭 了 数量 场 (于 ) 的 
变化 和 不 均 句 狂 。 

2) 数量 声 #(4z) 中 任 一 点 型 处 的 梯度 ， 垂 直 于 过 该 点 的 
等 值 面 ,有 旦 指向 at) 幸 加 的 方向 。 即 育 


gradu(tM) = 3 #0 ‘5-16) 


其 中 有 "六 该 等 什 面 的 法 向 的 单位 法 先 量 。 
关于 梯度 的 这 一 特性 ,可 以 证 明 如 下 。 
在 图 5-12 中 ，, 设 zy， yy2) = 马 为 过 于 点 的 等 倩 面 方程 ,再 


过 点 财 作 等 人 可 c 的 切 平 面 r。 由 于 等 值 醋 0 的 法 向 49 = { 9， 


3 3:} 与 过 时 点 的 切 平面 t 相 乔 家, 于 是 由 式 (5.14) 可 


本 因而 它 与 此 等 值 面 正 交 。 
又 由 于 郊 数 #(MM) 沿 着 梯度 矢量 的 方向 增加 得 最 快 ,可 知 所 述 
梯度 无量 指向 ut 如 ) 增 加 的 方向 ( 即 由 数值 较 低 的 等 值 面 指向 
数值 较 高 的 等 值 面 ) ;而 它 的 模 等 于 u( 计 ) 沿 该 法 线 方 向 # 的 方 
向 导数 ,因此 式 (5.16) 成 立 ,不 难 媳 出 ， 该 式 表明 了 以 上 所 讨 
论 的 有 关 梯 度 矢 量 的 几何 意义 。 

这 一 特性 称 为 数量 场 的 梯度 与 其 等 值 面 的 正 交 性 质 。 

至 此 ， 我们 从 数 性 函数 出 发 ， 导 出 了 一 个 梯度 , 它 是 一 个 
与 点 的 数 性 函数 有 关 的 矢 性 基数 。 由 于 梯度 舌 量 其 月 上述 性 
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奈 , 不 言 负 辽 ， 它 足 数 景 场 中 一 个 重要 概念 ,如果 将 数 晤 场 中 
每 一 点 处 的 梯度 矢量 ,与 场 中 之 点 一 一 对 应 起 来 ,这 了 时 就 从 数 
量 场 产生 的 梯度 场 。 这 样 , 对 数量 通 的 研究 就 可 转化 为 对 梯度 
矢量 场 的 研究 。 

3， 梯度 的 运算 法 则 

1) 引入 喻 第 顿 (Hamiltony 算 了 

图 数 w(CaMf 在 点 好 处 的 梯度 由 下 式 表示 ， 


Da O04 », Ou 
graduth) = 了 区 大 


将 这 个 式 子 改写 为 
" [| br 他 9 


现 引 入 一 个 天 性 微分 算 子 
i 9.0.1L0 


:-、 通常 称 为 哈密 顿 算 子 ( 读 作 “ 那 勃 拉 No8la")。 需 要 指出 的 是 ， 

” “V 断 是 一 个 微分 运算 符号 ,但 同时 又 要 当 作 关 量 看 待 。 它 的 运 

算 规则 是 
YHu= ( 1 + 了 + 庆 让 # 


Va= (t+ 4 部 ) “Ca + of + ok) 
- Oa, Od, das 
Ox "dy oz (5-19) 
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Ox Oy dz 
7 Us Cy 位 > 
Ba da, dqs _ 6a， 
\dy 2) ” (3 Ba) 
da, _ da. 
- (zz 5 了) 
(5-20) 
这 样 , 由 式 (5-t8)， 就 可 将 序数 8 好) 的 简 度 简 记 为 
gradutMf) = Yu ‘5-21) 


2) 定理 5 设 有 一 估量 ,如 果 对 于 任意 舌 径 ?的 微分 
dg 与 数 性 孙 数 wu( 调 ), 有 
二 下 = od 
旭 有 
= grady 


证 阔 数 w(CM) = 4(x;y,2) 的 全 微分 为 


= Ou Gu Ou 
dn Bedx+ Gyr t+ Su 42 
人 六 
Ou Ou Ou 

gradu= oiray T+ sok 
和 

dF =dxi tdyy tuizk 
辐 此 有 


du= gradw dr 
将 上 式 与 gu = od¥ 相 央 , 得 
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‘eo -gradu)adr 二 个 
因为 df 为 什 意 天 晤 ,加 必 有 (~ gradwy) =0。 ”获得 


m=grady 
3) 梯度 的 此 本 运算 公式 
gradC =0 CC 为 常数 ) (5-22) 
gradCOu= Cgrady (为 常数 ) (5-23) 
grad{u tu) = gradutgrady (5-24) 
grad(wv) = ugEradv + de radu ‘5-25) 


grad (二) = (vgraduy ~ gradvu} /vu (5-26) 


Eradf (tu) = f’ (wgradu (5-27) 
其 中 uo 都 是 其 有 连续 偏 导数 的 数量 场 ,和 而 式 (5-27) 下 示 复 
合 场 的 梯度 求法 。 
我 们 来 证 明 其 中 的 式 (6-25) 和 式 (3-27)。 
事实 上 ,因为 


_ duo O09) 。 d(Cnuv) 
grad{uv) 3 tt 3 + 7 4 
= {wor yo ou do oOuY 3 
一 (+57 + G7) ft ( "ay!? 了 


加 ar Ov ， oo 

三 #4 Bx itayIt dz) 
vy OE 
+40 (Gritay dt sk) 


=HgErady + vgradt 
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OO oof) 
Eradf (x) = dx Oy 和 dz } 


df Bu df ou df Or 


= 一 一 


du ax ”en Ov' dy ez 


= 产 (1) {fu- Ou 党 } 


mv dz 


=f! (rgrady 
下 面 举 几 个 计算 梯度 的 例证 ， 
例 5.10 求 数量 声 W(x,Y,z)=xr2 +2? 二 5 的 梯度 场 ， 
雇 及 在 点 MM (0， 1 -1) 的 梯度 布 名 的 最 大 值 、 最 小 什 。 


解 因为 他 Ye = Es Oy +2 出 式 《5- 
21) ,得 梯度 场 
gradu= Vu= { yzrxrsxy +22} 
乔 在 点 财 的 梯度 gradu(M) = { -1,0,-21 。 按 梯度 的 定义 太 
性 质 可 知 ,梯度 gradu 是 u(tMM) 在 点 亲 处 上 天 得 最 块 的 方向 ， 
9 ( 即 一 grad 夫 是 4t 太 ) 在 点 佬 处 下 队伍 最 包 


的 方向 ,因此 ,人 了 在 村 点 的 最 大 值 , 即 为 


.3 -| gfadafaf) j= BH 


Fa 
景 小 值 为 
Ou 


7” -| gradu (M) |= -wv $6., 


例 5.11 求 数量 场 


Utxs Vz) = y+ yat+2x 
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在 点 帮 (42,3) 钼 溢 其 舌 径 方向 的 方 淹 导 数 。 用 流下 二 种 方法 


C1》 交接 应 用 方向 导数 ， 
( 2 ) 作为 梯度 在 该 方向 上 的 投影 。 
解 《1) 点 的 位 和 关 = 和 +2F7 寺 3 丐 , 模 | | = v7 14, 了 fF 的 


方 商 佘 弦 为 
50Sz = 7 Os - 坟 -， cosy = 7 
久 ， 
如 = [>+z=] 。 =5, 3 = |*+2z | , = 4， 
代入 式 45-8) ,得 到 沿 ? 方 向 的 方向 导数 
| 5 
-Vy 


《2) 方向 导数 等 于 梯 庆 迹 该 方 启 土 的 投影 。 
多 TBd 略 rr = Cy ta)f+(s +x)F + + Rly 


=658 +t47+3K 
~ 
有 1 2 ， 
FI 二 一 一 一 ”了 十 — 

r 4 VI 放生 
Qu | | ! 2 3 
Fe- 二 gradu + 一 后。 -一 一- 十 二 一 -十 本 -一 

7 v14 14 v14 
NM 
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可 网 两 种 方 读 的 顷 果 相同 。 
枫 5.12 设 数量 场 y = lnryr= wx +3yzy 则 
(1) 求 使 w(x,y)= 忆 的 等 值 线 ， 
(2) 求 gradn, 
( 3) 求 满足 | gradu |= 1 的 点 ， 
解 ” 因 为 lnr =C, 肥 r=e", 于 是 有 
X2 + y2 = 22C 


等 值 线 是 以 原点 为 中 心 ,e“ 为 半径 的 团 。 灸 
gradu = Eu rE 


= 二 (zt ) 


因此 ,满足 |grada = 1 的 点 是 
MS +y) =1 
团 
x + y3 三 1 
各 是 里 心 在 原点 的 单位 周 上 的 点 。 
例 5.45 设 uwCOM) = 3x? + 2 一 2yx+2zx。 试 求 ， 
(1) graducnld), 3 
《2 ) 等 值 面 3x?+z2: 一 2yz 十 2zx = 人 上 的 点 伐 ， (0, 训 ， 


了) 外 的 单位 法 天 量 p' (指向 wCMM) 增 加 的 方向 》。 


_ On On du 
解 (1) gradu tat) = jy” 3z} 
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= {6x+22, -22,2x—2y+2z1} 
{2 ) 根据 梯度 的 性 质 , 由 式 (5-16) 可 知 ; 以 上 求 出 的 梯 
度 , 就 是 等 值 面 4C 和 YD) = 常数 上 的 一 个 法 矢 慎 ,将 开 o 代 入 ,得 
到 等 值 商 3* :+z? 一 2yz+2xz=0 上 点 时 "处 的 法 矢量 gradr 
CM) = {2, 一 2,11 ,这 一 名 量 的 模 为 v4+4+1=3, 于 是 所 
求 的 单位 法 天 量 和 2? 为 
= § {2 2 1} 


例 5.14 求 函 数 uCM) =r" 的 梯 庶 ， 其 中 m 是 大 于 零 的 
空 数 ,而 ?7 汶 尖 径 Pr 的 槛 

解法 一 “容易 看 出 ,等 值 面 &(az) = r*= 常数 ， 乃 是 中 心 
在 坐标 原点 的 一 族 球 面 。 因 而 ,等 侦 面 寺 任 一 点 处 的 单位 法 矢 
最 fa" 与 指向 该 点 的 矢 径 Pr 共 线 。 若 以 #9 表 示 该 矢 径 上 的 单位 
矢量 , 则 由 式 (65-16)， 有 


= SE j= Duo 
gradt = Ei jr 
= je 二 NT 人 


= Tim 六 
解法 二 将 函数 xz = r2 看 成 r 的 函数 ， 而 r 驻 是 (xyyy 
2) 的 函数 。 则 由 梯度 运算 的 基本 公式 (5-27), 有 


graduy = wu tr)gradr = mmr"™ lgradr OD 
因为 
r= x + yi+tel 
则 
Or - -- 区 ~ Or -了 Or -2 
Ox xi+ty:+2s: rr’ od r” Oz Tr 
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翁 入 所 个 ,但 


gfad# = mr" 1 r= mr™ tr 


解法 三 ”将 函数 4(M1) 微 分 ,有 
n=d{r") = mmr" dr 人 
再 对 恒等式 rf =f: 两 边 取 微分 ,得 
dF) = 2 = 2rdr 
部 有 


d= lod 
. r 
代入 式 外 ,得 
di = mr "1 Fd 
由 本 章 定理 3 可 多 
gfadd = rr" 


例 5.15 设 有 上 车 为 9 的 点 电荷 加 于 储 标 原点 ， 则 在 局 国 
空间 任 一 点 村 (x，y,2z) 处 , 它 所 产生 的 电位 为 


_ g 
- der 
其 中 是 介 电 常数 r=17 | ,= “ty +zE。 流 肖 电位 的 
梯度 。 
解 ”由 梯度 运算 的 基本 公式 (5-27)， 有 
&tBadP = grad mir 一 -二 gradr 
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所 以 得 


= 
gradr” izes 


又 由 电学 知道 , 岂 栓 g 产 和 的 岂 场 强 诬 为 


-9 全 
E daer?s Fr 

于 是 有 
三 = — eradr 


其 中 加 为 在 点 胡 处 的 电场 强度 。 此 式 表 晤 了 电场 强度 与 同一 
点 外 的 电位 梯度 之 闻 的 关系 ,我 们 知道 ,等 电位 面 是 电 心 在 原 
点 多 一 族 球 面 ,而 电场 强度 等 于 沁 位 禄 度 的 负 值 ,这 说 明和 电场 
痢 度 加 的 方 问 与 电 忆 降 洲 最 快 的 方向 一 致 ， 而 它 的 大 小 则 表 
明 沿 这 一 方向 移动 时 ,电位 降落 的 块 烛 程度。 由 于 场 强 吾 沿 关 
径 的 方向 , 即 球面 的 外 法 线 方向 ， 所 以 gradr 是 指向 原 扩 的 
内 法 线 方向 。 显 然 , 加 与 等 电位 面 正 交 。 
图 5-13 画册 了 电位 玉 的 梯度 场 ， 
可 以 看 出 ， 它 的 等 值 面 增加 方向 是 指 
向 原点 的 。 改 .猎人 情 而 上 每 一 点 处 , 沿 电 
位 增加 方向 的 法 矢量 ， 就 是 数量 场 太 
在 该 点 处 的 梯 诬 方 阿 。 
例 5.16 设 有 一 温度 场 
图 5-13 T=T(M)= T(x, yz) 
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出 于 场 中 各 点 的 温度 不 尽 相 同 ; 就 要 引起 热 的 流动 。 而 要 描述 
热 的 流动 , 需 变 说明 两 点 ;一 是 热 的 流动 方向 一 是 热 前 流动 
量 。 由 性 论 和 实验 可 知 * 热 总 是 由 温度 较 高 的 地 方 流向 温度 较 
低 的 埋 方 , 在场 中 任 一 点 处 , 洛 任 一 六 疝 的 热流 强度 《 即 在 读 
点 处 于 单位 时 间 肉 锥 实 流 过 单位 面积 的 热量 》 与 在 该 方向 上 
量度 的 变化 率 成 正比 ,于 是 , 沿 / 方 向 的 热流 强度 为 
_ 9 了 
ol 
其 由 的 比例 系数 上 做 物质 的 导热 系数 , 负 有 号 表示 热量 洛 温 度 
减 小 的 方向 流动 。 


因为 号 /等 于 梯 麻 矢量 在 方 向 的 投影 ， 故 知 -大 9 就 等 
于 矢量 一 kgradT 在 E 方 向 的 投影 , 若 仿 
= keradT (5-28) 
则 有 
OT 
-AST= 
由 此 可 见 , 当 二 与 用 的 方向 一 致 时 ,cos:g ,区 = 1， 这 时 热流 强 


度 一 4 了 取得 最 大 值 | g |。 这 表明 在 场 中 任 一 点 处 ， 关 量 g 的 


| 8 lcoscg, UD 


方 同 表征 了 热流 强度 最 大 的 
方向 ， 其 模 也 正好 表示 最 大 
热流 强度 的 数值 。 因 之 ,g 你 
为 热流 天 量 ， 它 是 传 热 学 中 
的 一 个 重要 可 念 。 式 (5.28) 
称 为 傅立叶 《Fourier ) 定 
律 。 图 5-14 
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例 5-17 设 呈 .了 ;为 再 焦 点 试 证 明 旋 转 椭 球 图 在 点 术 
的 法 线 , 平 分 两 射线 Pi 上 和 P, 上 嵌 约 交角 (图 5-14)。 

证 考察 一 数量 场 4(M) =rjy(PisNM) +ra Pi) 这 
里 r 1 (PWM :27 Pa 前 ) 分 别 表 示 焦 点 Pis、Ps 和 必 点 之 闻 
的 距离 显然 , 彬 球面 就 是 当 # (时 ) = 常数 时 蜀 等 售 面 。~… 

按 梯度 运算 的 基本 公式 全 -24)* 有 有 

graduti} = gradr, (PM) +gtadr (CP,, MM) 
又 由 于 
gradr, (Pi1, M) = ri(P,, MM) 


gradrs(P2, M) = ri(P,, HM) 
从 而 得 
gradu(M) =r1(P, ,MM) +r CP,, M) 
其 中 (PNM),r!(P;,， 3) 分 别 表示 从 点 Pi 书 ; 到 点 骨 方 
向 上 的 单位 笑 量 。 
利用 平行 四 边 形 法 则 , 由 PP, 于) 和 #3 (PM) 作 出 
括 量 grada(af)。 因 为 PP ,My) ,ri(P,,M) 的 模 都 为 1， 故 
知 平 行 四 边 形 的 对 角 线 等 分 二 边 的 交角 。 又 gradagaz) 位 于 
通 数 x 民 于 ) 的 等 值 面 在 于 点 的 法 线 上 。 由 此 可 知 ， 精 球面 在 M 
点 的 法 线 ,平分 两 射线 已 :好 和 已 ;, 财 的 交角 。 
这 种 得 球面 的 开 何 性 必 在 光学 上 有 重要 的 应 用 。 例如 ,省 
在 其 中 一 焦点 Pi 处 置 一 光源 ; 那么, 由， 发 出 来 的 光线 ,经 福 
球 辆 反射 后 必然 集中 到 另 一 候 点 P， 处 。 


习 ”是 


1。 设 闭 数 ga) = 3x2 +2: 一 2yz +22x。 水 U0) 在 点 
型 ol 2 3) 处 没 着 侨 量 { Bx +2z, 一 22z2, 22 一 2y+2x} 方 岗 
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的 导数 。 
2， 已 知 数量 疗 u(x, yy) =x?y,[ 是 由 点 由 (1,1) 出 发 的 与 


x 轴 正 向 夹 角 为 0 = 6 的 一 条 射线 ,8 是 [ 方 加 的 单位 关 量 。 求 


方向 导数 。 

3。 求 数量 场 w(x ,yr2) = 二 xyz+x?+5 首 点 M(x, yz) 
处 沿 = 如 1 前 ,的 方向 导数 。 其 中 MM,(1,1,0) ;M03,2, 1)。 

4， 设 #02MY = 2xYy 一 Zz?。 试 求 

(1) gCMM) 在 点 (2, -1,1) 处 沿 着 从 这 点 到 点 (3,1, -1) 
方向 的 方向 导数 

C2) 8) 在 点 (2 -1 1)》 站 哪个 方向 的 方向 导数 法 到 
最 大 情 ? 这 最 大 值 是 多少 ? 

5。 民 数量 场 #=x? 一 xy+y?， 求 它 在 点 村 (1,1) 沿 方 
ie= {cose,cos8 } 的 方向 导数 ,并 进一步 求 

(1 ) 在 等 裕 的 方向 上 变化 率 有 最 大 值 ? 

{2) 在 怎样 的 方向 二 变 化 率 有 最 小 值 ? 

(3 )》 在 怎样 的 方向 上 变化 率 为 需 ? 

(4) 求 z 鬼 梯度 。 

6。 设 axsysz) 和 ax+Axy yy 二 和 ys2+ 上 z) 是 场 中 两 
邻近 点 p(x 2) 有 (x 二 Axsy 十 Ay,z+ 妈 2z) 的 温度 , 则 

A 芝 sy 2+ ha) — ux, Yy, 
(1) 解释 你 5 = CX+Ax,Y 一 A2) — n(x, y, 2) 


的 物理 齐 尺 ， 有 操 条 的 路 高。 
(2) 计算 lm 9 :并 诺 明 其 物理 音义 。 


证 2 .= a 
{3) 求证 3 各 gradu je 
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7， 求 数量 场 #(x; yz) = 3x2y= yz 在 点 彤 (1 -2 -1 
处 的 梯度 。 
8。 证 明 grad(4 十 2) = gradu 十 gradv, 其 中 和 是 2 yy 
z 的 可 微 数 性 滑 数 ，。 
9。 已 知 
T= 了 下 十 2XY 天 一 %22 ER 
us= .21 — NY 
试 求 在 点 (-1,-11) 外 的 4* gradu 和 wt xXgrads。 
10。 求 曲面 x? y+ 2xz = 4 在 点 (2,-~2,3) 外 的 单位 法 拓 
量 。 


11。 国 出 平 阐 场 w= 了 (x? 一 y:) 中 4= 0, 序 ;1， 二 ,2 的 


等 值 线 ( 取 0.01 米 为 单位 ), 并 画 井 场 在 点 村 1(2,wV 2) 与 MM， 
(3 7 ) 处 的 梯度 天 量 ,看 其 是 否 符 合 下 面 的 事实 ， 

( 1》 梯度 在 等 值 线 较 密 处 的 模 较 大 ， 在 较 稀 外 的 模 较 
小 ， 

‘2 ) 在 每 一 点 处 ,宽度 与 过 该 点 的 等 值 线 重 直 , 并 指向 4% 
增 大 的 方向 。 

12。 设 有 数量 场 #= X2 +292 +32? +xy+2x-2y™ bz 
试 求 ; 

(1) 在 点 O00; 们 与 于 (1,1;1) 处 梯度 的 天 小 和 六 向 
余弦 ? 

(2) 在 哪些 点 上 的 梯度 为 零 ? 

13。 试 求 函 数 4= y? +2yz 一 x 在 点 (1s2s1) 处 沿 着 方向 


位 了 z=} 增加 的 速率 。 


14。 证明 gradu 是 性 直 于 曲面 kxyyyz) = CC 是 带 数 ) 
?14 


的 矢量 。 
15、 设 数量 场 4= 一 , 求 gradu 其 中 


和 =| 信 |=w wx 二 yz 二 2 
16。 证 明 Y (er) =@; 其 中 Ff =xi + yy 了 了 +z 下 ,I 为 常 天 。 
17。 试 求 曲面 x? + y? = 4z 上 点 (2,-4;5》 姓 的 切 平面 和 
法 线 。 
18。 证 明 grada 为 党 舌 的 充 要 条 件 是 为 线性 函数 ， 即 
sw=ax+by+cz td (Gb cd 均 沟 常数 ) 


$5.3 矢量 场 的 散 度 


应 上 我 们 在 数 性 函数 4 CM) 可 徽 的 条 件 下 ， 从 数量 场 % 
《对 7) 引出 了 一 个 关 量 场 ( 即 由 梯度 所 形成 的 场 )。 在 这 一 节 ， 
我 们 要 在 矢 性 函数 多 UM) 满足 一 - 定 的 条 件 下 ;， 由 笑 量 堪 眉 
(可 ) 导 出 一 个 数量 场 ( 即 由 散 度 所 形成 的 场 ) ,从 而 可 以 利用 
散 度 所 具有 的 性 质 来 研究 原 右 的 天 量 场 。 

为 了 便于 对 有 关 问 题 的 讨论 ,这 里 先 介绍 几 个 常用 术语 ， 
1) 具 有 连续 转动 切线 的 空间 暑 线 ,叫做 光滑 曲线 :其 有 连续 转 
动 读 线 的 空间 曲面 ,时 做 光 谓 曲面 。 为 了 篇 便 起 见 , 通常 把 出 
有 限 多 段 林 相交 的 光滑 曲线 匠 连 成 的 电线 ,叫做 简单 曲线 :而 
由 有 限 多 块 不 相交 的 光滑 曲面 片 连 成 的 曲面 ,叫做 篇 单 曲面 。 
以 下 我 们 讨论 的 曲线 和 曲面 ,就 是 指 的 这 种 简单 曲线 及 简单 
曲面 .2) 取 定 于 正 向 , 社 以 切线 笑 旱 7 表 其 正 向 的 空间 曲线 ,由 
做 有 向 曲线 ;对 于 任 一 空间 山 面 ,通常 取 定 其 中 的 一 俐 作为 曲 
面 的 正 侧 , 并 规定 昌 面 的 法 矢 如 是 指向 正 侧 的 : 若 曲 面 十 封闭 
的 , 则 按 习 慌 总 是 取 外 法 线 为 法 线 正 商 ,外 便 为 正 侧 ， 这 种 取 

人 2] 三 


定 了 正 仙 的 昌 面 ;天 做 有 隔山 出。 


一 、 通 重 


前 量 是 奸 容 公 量 场 注 质 的 一 个 很 下 要 的 概念 ， 我 们 从 流 
信 运 动 的 流 术 场 入 于 来 讨论 这 个 问题 . 当 济 体 济 流动 时 ,其 中 每 
一 点 都 具有 一 定 约 流速。 在 稳定 六 动 的 情况 下 ,各 点 的 流速 所 
瑟 住 流体 所 占 的 空间 里 形成 一 个 稳定 的 流速 场 。 和 而 场 中 各 点 
的 速度 矢量 线 就 是 流 线 ， 基 上 任 一 版 的 切线 方向 与 该 点 速度 
括 量 的 方向 - - 致 。 

单位 时 间 内 通过 其 一 :截面 的 流体 的 体积 ,叫做 体积 流 重 。 
以 下 只 讨论 体积 流量 ,并 简称 为 流量 。 

设 BCM) 为 -- 稳 定 流速 场 , 共 中 的 流体 是 不 可 压 绍 的 ( 即 
流体 的 密度 是 常数 ,不 芒 取 为 1 )， 又 设 为 为 场 中 一 有 商 曲 面 。 
现在 我 们 来 计算 :在 单位 时 间 内 流体 流 过 肪 正 全 的 流量 。 

为 此 ;在 妇 面 号 上牌 取 一 点 时 与 包 合 这 点 在 内 的 一 上 曲面 
元 素 9ga (其 面积 亦 记 为 43) ,由 于 dS 其 小 , 喜 其 上 每 一 点 处 的 
速度 矢量 9 与 法 大量 8 都 近似 地 看 作 
不 变 , 且 与 点 村 处 的 名 友和 相同。 这样 ， 
流体 穿 过 曲面 元 素 d3 的 流量 dQ ,就 
充满 以 dS 为 底 ,9 (MM) 为 母线 的 柱 体 
(图 5-15)， 而 这 往 体 的 高 是 其 母线 在 
法 矢量 9. 上 的 找 是 v0, 因此, 穿 过 dS 的 
流量 ( 即 柱 体 的 体积 ) 就 近似 地 为 
图 5 了 5 dQO=w RIS=0dS (5-29) 


或 
dO=odS (65-29a) 


其 中 qS 是 点 M 处 的 一 个 矢量 ,其 大 小 等 于 面积 45, 方 向 与 法 
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睦 量 各 一 致 。 
于 时 ,小 着 曲面 Sn 分 ,就 得 到 在 单位 时 间 内 流 过 昌 询 '5 
正 伴 的 流量 | 
| | 
Q=|juas=|jeras (5-30) 
忆 马 - 


+， 在 流体 力学 中 ， “流量 ”这 一 
概念 有 着 较 直 观 的 物 丙 音 尖 ， 即 
它 代表 单位 时 间 里 沪 过 截 丙 的 流 
体 的 体积 ， 也 就 是 穿 过 该 截面 的 
流 线 效 肯 (图 5-16) 。 
吾 实 上 ， 对 于 其 他 -… 些 具有 
不 同 物 理 属 性 的 矢量 场 、 也 常常 
妇 结 为 这 种 形式 的 曲面 积分 ,因而 ,可 将 流速 场 中 * 流 最 ”这 个 
概念 推广 到 -- 般 的 矢量 场 ,这 就 是 所 谓 的 通车。 
例如 ,在 电磁 场 中 , 若 D = 吾 ( 召 为 电场 强度 闫 基 ) , 则 
gz = 并 至 ,=S (5-31) 
称 为 电 玛 量 , 也 就 是 穿 过 曲面 5 正 侧 的 电力 线 数 站。 若 吕 = 吾 
( 且 为 裤 感 应 强度 矢量 ) , 则 


测 5-16 


bo=||B.dS 05-32) 
_ : 二: 、 
称 为 碘 通 量 ,也 就 是 穿 过 曲面 5 正 例 的 磁力 线 数目 。 和 
为 了 便于 研究 ?法学 上 就 色 形 如 上 述 的 这 一 类 曲 硬 机 分 ， 
概括 成 为 通 量 的 概念 


1, 通 量 的 定义 设 有 区 量 场 Etadf)， 则 沿 场 由 一 有 向 
哩 面 SS 的 曲面 积分 
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= mas - llaas (5-33) 


s 5 
做 二 最 乓 CM) 向 正 位 字 过 曲面 S 的 通 量 。 
在 直 旬 坐标 系 中 , 有 
=a(x va) +t a (x vy 2 tatx,y,2)R 
也 dS =dScosn ,xi+dScos Hv fF +dscosin, 
EE=dvdst+dzdx +dxdyk 
则 通 量 可 以 表示 为 
g= | jw:a8S= | (ceosGnx)E+avcos 人 ay 
3 $ 


tacosn,2 KR) ds 


= ||a.dwaz +atdzdx + tdxd yt(5-34) 


| 


其 中 cos《8:x》、cos《 四 ,Y》,c0s 《用 ,2z) 为 曲面 3 的 法 矢量 #8 的 


方向 余 咏 。 
如 果 3 为 封闭 曲面 , 则 式 (5-33) 表 示 成 
4= 作 oaS= 和 je.45 (5-35) 
多 号 


这 时 外 法 线 矢 量 钴 认定 作为 曲 而 的 正 向 。 

例 5.18 设 53 为 上 半球 面 *? 二 22 +22 = 旦 区 zz20)， 其 法 
矢量 和 与 02Z 轴 的 夹 角 为 锐角 , 求 矢量 场 ?=x + 3 了 + 2 下 向 着 
全 方 同 罕 过 0 的 流量 。 。 

解 ” 按 题 意 , 球面 法 天 量 儿 与 天 径 ? 同 网, 则 有 

x 
Cos ,x = 
J》 
cos ,Y= x ya 
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eg 
XY 
于 是 由 式 (5-34) ,=T=xf+vy + 2 此 向着 有 n 方 向 穿 过 5 的 通 


OS = - 


XY 


b=) ras |) (x irr 
本 


LE 5 
ww 区 二 rad 


rd > 


号 
= Rjj4s= 2xR3 。 


(最 后 一 步 是 因为 半球 耐 谭 积 等 于 2 4R?) 

例 5.19 ” 设 由 矢 径 = x+ yf 了 + zx 总 所 构成 的 矢 苹 场 中 ， 
有 - :由 圆锥 而 xz 十 ?= 2? 及 平 量 z= 
Ch>0) 所 国 成 的 封 几 曲面 人 S， 试 求 
穿 计 的 通 量 。 

解 ” 如 镁 5-17 所 示 。 曲面 S 包括 
平面 部 分 和 锥 而 部 分 ,它们 分 别 以 
S, 和 5S; 表示 。 则 


他 = 站 > 83= Jjr-as + Ex dS 
号 1 让 2 


其 中 


[frus = ) |xdydz + ydzdx t+ zdxdy 


gr 5 
Snaxay =al faxay 
好: 全 1 。 


ww 站 下 并 2 = rh: 
式 中 0 为 ,在 xOy 平 看 上 的 投影 区 域 。 
在 锥 三 3， 上 ,因为 ?与 闫 垂直 , 故 有 


人 .es = |ras= 0 


本 襄 2 


s=Jr:ds = | |-…28 _ sh z 
3 $1 


俩 5 .20 求 拓 量 场 
TI 


所 以 


向 外 便 穿 过 椭 球 面 二 y+ l 的 通 量 。 
和 解 sae 
家 


= 禾 (x-y+z)dydz+ (y~2z+%)dadx 


+{z—x+ vy)dxdy 
= -> -y+2)adydz+ 2 ||(»- stX)dadx 


安 x 2 
oT+ 设 1 二 + 
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+2 jie y+ ydxdy 


=6 人 C V1- 等 -各 一 六 一 下 jaxdy 


= xabec 

《这 里 为 了 简化 计算 ,在 计算 生 程 中 利用 了 被 积 函数 和 积分 区 
域 的 对 称 性 )。 

2, 通 始 为 正信 , 负 值 及 零 值 时 的 物理 意义 

前 已 述 及 ,在 流速 场 bCY) 中 ,单位 时 间 内 通过 曲面 $ 上 
小 面积 元 de 的 流量 ,可 表示 为 

dQO=*d =vcosbads 

其 中 8 是 d45 的 法 矢量 99 与 速度 天 量 呈 的 夹 角 。 不 难看 出 ,流量 
dQ 实际 上 是 一 个 代数 值 ,因为 , 当 流 线 是 从 d3 的 负 便 罕 到 ds 
的 正 侧 时 ,6< 地 ， 即 0 与 和 a 相交 成 锐角 ,£059 >0 ,此 时 dQ>>0， 
流量 为 正 [ 疼 5-18(a)js 反 之 ,车 流 线 是 从 dS 的 正 侧 穿 到 dS 的 
负 全 , 则 0 六 ,9 与 成 印 角 ,cos06<0, 此 时 dQ<<0, 流 量 为 负 
[图 5-18Cb)j。 由 此 可 见 , 流 景 的 数值 是 可 正 吕 负 的 ,当面 积 元 
的 取向 确定 后 ,dQ 的 正 负 到 决 于 其 法 和 拓 量 与 流速 舌 量 辐 的 来 

因此 ， 由 式 (5~30) 
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. 图 5-18 
WwW = [loas 


给 出 的 流量 不 是 绝对 值 ， 而 应 丈 解 为 正 流量 与 负 流量 的 代数 
和 。 这 就 是 说 , 若 QQ>0, 就 表示 向 正 侧 穿 过 5S 的 流量 多 于 沿 相 
反方 向 穿 过 $ 的 流量 ;反之 ,车 Q<0, 则 表示 向 正 便 穿 过 5 的 流 
量 少 于 沿 相 反方 向 穿 过 S$ 的 流量 ; 至 于 Q = 0, 这 表示 正 流 量 与 
反 流 量 恰好 相等 。 
着 讨论 当 5 为 者 闭 曲 在 时 的 情况 ,这 时 ， 由 式 (5-35); 流 
量 可 表示 为 
9= 和 ev dS 
由 于 法 矢量 的 正 向 一 般 规 定 取 为 朝 外 ,于 是 不 难看 出 , 流 线 沿 
着 法 矢量 正 向 从 外 便 穿 下 ,就 是 流体 从 曲面 所 包围 的 区 域 凡 
内 流 责 ;而 流 线 沿 着 与 法 笑 量 相反 的 方向 往 内 便 穿 入 ,就 是 流 
体 经 过 曲面 念 流入 只 内 。 上 式 中 的 积分 就 给 出 流体 “流出 ”与 
* 流 入 * 的 代数 和 。 
当 流 量 Q@ 半 0 时 ,这 表示 流出 多 于 流入 ,此 时 S$S 内 的 流体 向 
外 败 散 ,因而 在 S 内 必 有 产生 流体 的 * 源 ”。 当 @ 之 0 时 ,流出 少 
于 流入 , 这 时 外 面 的 流体 向 $ 内 汇 罕 ,说 明 S 内 必 有 消失 流体 
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的 “ 沟 ?”。 潭 当 总 = 0 时 ,流出 和 流入 的 放 体 保持 平衡 。 

通常 把 流体 产生 的 部 分 叫做 正 源 ， 而 把 流体 消失 的 部 分 
呆 做 负 源 。 这 样 ,Q>0, 就 说 3 内 有 正 源 j 久 <0, 虽 说 > 内 有 负 

依 此 ,在 一 - 般 的 矢量 场 @@( 好) 中 ,对 于 穿 出 封闭 曲面 5 的 
迁 景 四, 也 视 其 但 的 正 员 ,而 说 3 内 有 正 源 或 负 源 。 当 然 ， 至 于 
其 源 记 表征 的 实 栈 意义, 则 应 视 场 的 具体 的 物理 特性 而 定 。 

例 5.21 一 电量 为 9 的 点 电荷 位 于 原点 , 则 其 电场 四 任 一 
所 贡 处 的 电 福 移 矢 量 为 

D=- 0 

其 中 + 是 点 电荷 g 到 只 厅 的 中 元 ,re 是 
从 点 电荷 9 指向 点 李 的 单位 矢量 。 又 
设 3 是 以 点 电荷 为 中 心 、 丽 为 半径 的 
球面 , 求 从 内 穿 出 3 的 电 通 量 。 

解 ” 如 图 5-19 所 示 。 在 球面 S 上 
有 r= 下 ， 且 FP' 与 法 天 量 42 的 方 册 一 
至 ,。 则 有 


到 


图 5-19 


sn a5 = 0rds= ahas 
= xRi" 4rR: =g 
申 此 可 网 ， 志 场 中 的 点 电荷 g, 就 是 球面 S 内 产后 电 通 量 @ 的 
源 。 当 9 是正 电 荷 时 为 正 源 , 9 是 负电 荷 时 则 为 贫 源 。 
例 5.22 设 有 一 圆 往 体 广 ， 各 的 底 半 答 为 尺 , 高 为 互 。 若 
坐标 原点 位 于 略 往 下 底 的 中 心 ， 求 矢量 声 
=xtt y+2k 
同 着 正 侧 穿 过 和 柱 面 的 通 量 。 


过 28 


解 ” 如 图 5-20 所 示 。 因 柱 面 

S 出 圆柱 的 侧面 和 上 、 下 两 底 组 
成 , 故 有 

=fr.as=| rd 
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+ ||r'dS+ |jrds 


82 $3 
其 中 ,5 为 侧 而 ,S; 为 上 底 ,5 
为 下 底 。 


在 往 体 侧 面 S, 上 , 任 一 点 
的 外 法 和 天 量 PR 平行 于 xO 〇 Y 平 面 ,而 P21 = 部 。 因 此 ，， 


jj aS= ||rndS= R||adS 


本 号 
= 下 "2 Ti 五 = 2xR:H 
其 中 1 为 单位 法 拓 晨 。 
在 上 底 , 法 线 平 行 于 QZ 轴 , 而 rr"2° = 五 ,因此 ， 
jjras= [Has= Hlas=rRH,, 
全 交 立 扣 立 


在 下 底 , 法 线 牌 直 于 拓 答 ,所 以 


= 人 0 


综合 以 上 的 结果 ,得 图 5-21 
$= rd8= 2 正品 ”7 十 开本 2 万 = 3 x 
8 
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例 5.25 求 尖 量 场 村 = 1Ysyszl 同和 正 侧 穿 过 正六 面 居 
各 但 的 通 量 , 设 0 攻 x 和 0 和 Yd02 吉 0 
解 如 图 5-21 所 示 ， 


= F:dS= hxdydzt+ vdzdx + zdxd 

» fr 入 J y 》 
其 中 是 由 六 个 平面 人 Gi= 1 ，2 6) 组 成 的 平行 六 面体 
边界 面 。 而 且 ，3S,(x=0) 和 Ss (x =0), 在 xOy (zs0) 及 
2Ox{y 工人 0 平面 上 的 投影 面积 为 零 1Ss (y=0) 和 4(y=00)， 


在 XOy 及 yOz(x = 0) 平 面 上 的 投影 面积 为 零 3 而 Su(z = 09) 和 
Sselz=0), 人 在 yOz 及 2Ox 平 面 上 的 投影 面积 为 专 , 这 样 ， 


6 
dyas 二 ||xdydz 一 jeow 


一 


于 Nedyde = | ad yd 


-| | odyaz=a 


局 理 ,有 
fydzdx 二 0 
saxdy 一 G3 
所 以 得 
$= fre.as = $0 
显然 ; 当 五 从 界面 外 穿 过 内 侧 时 ,应 有 
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WH=— 0 


二 ，、 微 讼 


对 于 -一般 的 矢量 场 如 (对 7) 和 封 内 曙 而 ,我们 在 前 而 已 得 
到 了 通 量 的 另 一 定 必 式 
-站 ad8 


由 它 给 出 的 遂 其 的 大 小 ,就 标志 出 在 S 所 娘 的 某 一 空间 区 城 
内 ,流体 发 散 或 汇聚 的 情况 。 正 因为 这 样 ,我 们 把 流 休 疝 处 侦 
穿 过 封闭 曲面 5 的 通 量 ， 特 称 为 发 散 量 。、 

一 般 说 来 ,利用 通 最 (或 者 说 发 散 量 ) 这 六 种 场 积分 , 虽 可 措 
述 某 个 儿 量 场 中 S 内 的 源 的 性质 ,但 仅 此 还 不 是 以 了 解 源 在 5 
内 的 分 布 情况 ,每 一 点 处 源 的 变化 特性 ,以 发 源 的 强 弱 程度 等 
问题 ,而 散 度 就 是 研究 场 内 任意 点 的 许 质 的 罩 旺 量 。 为 此 ， 有 
必要 引入 矢量 场 的 散 度 概念 。 

1。 散 度 的 定义 设 月 多 晶 场 q <) ,于 场 中 任 取 一 
点 姥 , 作 --- 和 包含 形 点 在 内 的 企 一 闭 时 页 S , 设 客 所 七 围 的 空间 
区 域 为 如 ,以 亚 表 其 体积 。 若 当归 以 作 意 方式 缩 向 M 点 时 ,通明 
与 体积 之 比 

dads 
的 极限 存在 , 则 杯 丝 棋 服 为 矢量 场 @ (4) 在 点 于 处 的 散 度 ， 记 


作 div ;到 
faas 


让 
divet = lim - 
omMm 扩 


(5-36) 
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由 这 个 定义 过 可 知 ， 散 度 divq 为 一 数量 , 它 袁 示 儿 量 场 
中 一 点 处 的 通 量 对 体积 的 空间 变化 率 ( 或 者 叫做 速 量 中 车 对 
点 的 体 密度 ) "也 就 是 在 该 点 处 对 一 个 单位 体积 来 说 的 通 显 ， 
称 为 该 点 处 源 的 强度 ,因此 , 散 弃 描述 了 场 中 给 定 点 寻 源 等 
玛 弦 。 同 时 , 它 又 可 兰 作 空间 点 的 数 性 函数 , 是 由 犹 量 场 产 和 
的 ,而 及 的 烧 该 大 量 场 源 的 变化 特性 的 数量 场 ,因而 divG 就 
称 汐 的 敬 度 场 。 

例如 , 当 diveti>0 时 , 通 是 从 果 点 向 外 散发 出 去 [ 国 
6522(ayj ,时 点 称 为 源 点 (或 正 源 )。 当 dive(ay<0 了 时 , 通 量 
从 场 周围 散发 ,而 在 邓 点 赦 吸 收 [ 调 5- 23(b 和 ,az 点 称 为 让 点 
{《 负 源 或 沟 )。 这 样 , 散 度 的 绝对 值 ldivyq(M)| ,就 相应 地 表 
示 在 该 点 处 散发 通 量 或 吸收 通 盟 的 强度 。 当 divgtM)=0 
时 ， 就 表示 在 M 点 处 肛 不 散发、 也 不 归 收 通 量 ,4 点 称 为 无 源 
的 。 


{a Cb) 
图 5-23 

车 存 疾 量 场 @(M) 中 ,每 -- 点 处 都 有 diyg 所 0 ;好 CM) 
称 为 有 源 场 ;反之 , 若 每 一 点 处 都 有 div@ = 0， 则 @ C4 ) 多 为 无 
源 场 。 此 外 ,车 让 所 量 场 中 ， 只 在 某 一 区 域内 的 每 一 点 处 
diy 罕 反 0;: 财 该 区 域 称 有 源 区 域 ; 面 区 域内 每 --- 点 处 dive =0, 
就 称 为 无 源 区 域 。 
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通过 以 上 的 讨论 可 以 姥 出 ， 正 如 梯度 与 方向 导数 有 着 窗 
堵 的 联系 一 样 , 散 度 与 通 量 也 是 紧密 地 联系 在 一 起 的 。 散 度 是 
场 论 中 基本 概念 之 一 ， 它 描述 在 其 一 点 处 矢量 场 的 通 量 相对 
于 体积 的 变化 率 , 这 就 反映 出 场 在 一 点 附近 的 变化 情况 , 闫 而 
蚌 刻 划 场 源 分 布 不 均匀 性 的 特征 量 。 

2。 散 度 的 解析 弄 示 式 

1)》 高 斯 公式 ， 

定理 5.4 设 有 估量 声 q@ = { ezyayyas } yav *0y70= 在 任 一 
光 沁 闵 有 曲面 9 上 ,及 其 所 围 区 域内 ,其 有 一 阶 连 续 偏 导数 , 则 


feras -用 er (5-37) 


这 个 式 子 称 为 高 斯 (Gauss) 公 式 。 其 中 曲面 积分 取 在 $ 的 外 


证 充任 一 平行 科举 标 办 的 
直线 与 如 的 交点 不 多 于 两 个 ,将 
2 分 为 S$,,S; 两 部 分 (图 5-23) , 它 
们 的 方程 分 别 为 

了 过 富 | (YY) 

2= 2 y) 
因为 名 在 xOy 平 而 的 投影 域 为 
5xy， 于 是 按 曲 商 积 分 计算 法 ,有 


fara = jena 十 oanay 


图 5-23 


= ee sy22) dxdy— ji 3zk% yy21) dxdy 


Ty 呈 关 闻 
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三 | [a Ys22) -OXYy,21) dxdy 
[i 


又 根据 化 三 重 积分 为 累 次 积分 的 方法 ,有 


22(X,y) 
有 家 ddyd = ed i 


= | |escx,» ,22) 一 Ga(Xy Yaz21) dxdy 
本 罗 生 


比较 以 上 两 式 , 得 


faanay = 川 过 dxd ydz 


fase = 订 澡 dxd yd 


Pacdydz = | Gedyds 
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将 以 上 三 式 加 到 一 起 , 即 可 得 式 (5-37)。 

高 斯 公式 表明 , 关 其 & 穿 过 闭合 晶 面 S$ 的 遂 重 ， 就 等 于 
V 如 在 域 马 内 的 三 重 积分 。 这 样 ,对 于 通 量 的 计算 ， 就 可 以 化 
为 三 重 祝 分 的 计算 。 

2) 床下 建立 散 钳 


同 理 可 得 


四 naS 


diva=1im 7 


在 直角 坐标 系 中 的 计算 公式 。 
定理 5,5 类 明 场 
oot+as tak 
在 场 中 任 一 点 Mg (xyyyz) 处 的 散 麻 为 
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Dar ,dg , Oar _38 
ot 下 + (5- 38) 


证 Rdx dy ;dz 其 有 一 阶 连 续 假 导数 。 由 
Fads = pesdydz taydzdx +qadxdy 
3 和 


由 1Y 释 = 


于 是 应 用 高 斯 公式 《5-37)， 可 将 上 式 右 端的 曲面 积分 化 为 二 
重 积 分 


Pord yd + od 2d + adedy = ( S++ dV 
G3} dz. 


这 里 的 曲面 积分 汉 在 S 的 外 储 , 王 于 积 分 展 有 在 城 各 之 上 。 代 
入 上 式 , 得 
fe = (Ss 9ax + SS + Sa 
用 玉 除 等 式 两 边 , 有 
1 + 1 Os ay OO, 
到 “vs- 玫 中 + oy 十 jd 
对 右 端 应 市 积分 中 值 定 班 , 则 得 
(32: + do NY Qu av | Aor 
2 (3 + = 天 | 和 ay 党 ] 


其 中 的 附 标 加 *, 表 未 方 拓 弘 中 的 立 数 在 于 * 点 取 值 ,而 M4 为 
人身 内 的 某 一 点 。 由 此 


do, 0y 0a 
ph aes- [+ Dy 入] 
当 产 一 0: 即 有 缩 商 和 点 时 ， 邮 # 就 趋 近 于 点 彬 。 所 已 
iim ;$a :ds = Jim | 0 4 > 上 Gaz I 


六 之 上 dy dz 
= ,00 do, 
Oy Tas 
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由 此 即 得 出 式 15-38) ,这 就 是 获 度 的 解析 表示 式 。 

本 定理 开明 、 对 于 多 量 场 如 , 必 存 在 一 个 描述 场 由 每 一 -点 
处 源 的 特性 的 数量 场 一 一 歼 度 场 ;和 而且， 可 把 求 散 度 diy 丫 的 
计算, 转化 为 求 Fr@ 的 铬 分 运算 ， 从 而 可 利用 散 度 来 研究 舌 
量 场 。 

应 用 哈密 顿 算 子 ,由 式 465-19), 可 将 散 度 表示 为 


diva= va {6-49) 
高 斯 公式 (5-37) 也 可 写作 

qdB= [divedr (5-40) 

fs- 人 


根据 这 个 定理 ,还 可 得 出 以 下 的 推论 。 

推论 1 由 高 斯 公式 人 可知， 车 在 封闭 曲面 S$ 内 处 处 有 
dive =0, 则 

ards=0 

推论 2 涯 天 量 场 到 内 某 些 点 (或 某 一 区 域 上 月 
diy 站 所 0 或 diy 如 不 存 产 ,而 在 其 他 的 点 上 恒 有 divg= 0。 则 窜 
出 包围 这 些 点 (或 区 域 ) 的 任 一 者 闭 曲 面 的 通 景 都 相 等 ， 即 为 
一 常数 。 

证 ”如 图 5-24 有 所 示 。 设 divw 夺 0， 
或 div 人 不 存 机 之 点 在 区 域 妨 内 。S3 ,和 
2 是 两 个 包 图 在 内 ;但 互 不 宾 交 的 
光滑 闭 曲 面 ,分别 以 n ,mz 为 其 外 向 法 
秋 量 ,而 人 为 S$, 与 S$ 所 包围 的 区 域 。 按 
题 意 , 在 吕 内 处 处 存 dir 芝 =0 依 此 ， 由 
高 斯 公式 ,有 
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fads = | divady =0 


J 
Si+Fn 


cavas =0 


sit 
其 中 0 为 恬 量 @ 让 介 的 边界 面 的 外 向 法 矢量 # 方向 上 的 投影 。 
不 难看 出 ,* 在 >, 上 与 #: 相 后 ,但 在 >* 上 则 与 nz 的 指向 相反 。 
浴 此 ,由 上 式 有 


好 有 


51 $2 
移 项 得 
< GE 1 本 9 一 如 ,3 可 性 
51 
3， 禾 庭 运算 的 基本 公式 
1) div(Ca) = Cdiva (为 常数 ) {5-41) 
23 div th = diva tdiveb (b=-d2) 
3) div(ya) =udiva to 'grady (5-43) 
其 中 4 是 点 村 的 数 性 函数 。 
我 们 米 推导 第 三 个 公式 。 
nn) = SG OCG) OCW0) 
tiv (nt) = 2 + oy + 一 3 
~ ds Ou do Odu dg, , Ou 
= US ax By + ay Gy Tu to 


人 


=HdivE + :gradt 。 


二 5.24 求 下 放 拓 盟 忆 的 散 度 ，; 
(1) gg=x i— 3 xv t+2xk 
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(2) a=- Sx 6xyzT + 7 了 7z 开 


解 (7) diva= = "+ 2 


一 了 和 ~ XX=0. 
可 见 , 给 定 的 舌 贤 声 丰 为 无 源 场 。 
(2) diva= Y=- 6x2t+ Bxz+7 =7 
所 以 ,是 三 源 场 。 
例 5,25 埃 沁 量 场 
树 二 {wy +2 ya 2x yy 
求 4 的 散 度 场 , 并 讨论 源 的 性 质 。 


解 0 二 XY+2 0 YE Y 


于 是 ,有 的 散 度 场 为 
diva = Y= +et+x 

当 字 = 0 时 ,有 即 %x +y+z=0。 因 为 这 是 散 度 场 diyq 的 - 
个 等 值 面 , 是 过 坐标 原点 的 一 -个 平 画 ,所 以 在 这 个 平面 上 是 天 
源 的 。 

当 VY .人 = CCC 为 不 等 于 零 的 任意 常 数 ) 时 ， 即 x+y+z 
=C。 同 样 ,这 也 是 散 度 场 divsg 的 等 值 面 , 是 一 族 互相 平行 的 
平面 , & 在 这 族 平面 上 是 有 源 的 。 显 然 ， 对 于 C>0 的 平面 币 
言 , 平 面 上 每 一 点 都 是 正 源 ( 源 点 ) ,而 在 C<0 的 平面 上 , 每 一 
点 都 是 负 源 ( 汇 点 )。 

例 5,28 ”点 电荷 9 置 于 坐标 原点 ， 让 它 所 产生 的 静 二 二 
蜡 , 求 电位 移 舌 量 加 人 竹 任 一 点 彩 处 的 散 度 div 马 。 i 


解 DD=-9， 全， 其 中 p= x+ yf+zk rp|， 
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-YY -9 二 
存 D, dar? 由 A Ari’ DD 4 rr 
于 是 得 
3D ,9 -3 人 9D 9 -3 
OX 于 六 ri ?ov dr rs ? 
站 g ri~32 
他 2 - jx 六 
所 


aD 0D, . 0D, 
Ax Oy Oz 


3r2— 3 (x° + y2 + 22) 
4 rr" 
二 个 (r 夺 0) 

由 此 可 见 , 除 去 点 电荷 g 所 在 的 坐标 原点 (r =0) 外 ， 电场 
的 散 度 处 处 为 零 , 即 为 一 无 源 场 。 因 此 , 由 推论 2 和 例 5,21 的 
结果 可 知 ， 于 和 任何 外 会 点 电 有 9 在 门 的 针 财 站 琴 》 的 电 
通 量 帮 颖 于 9 ，, 即 

本 二 
pe -$7 S=g 

通 量 是 可 以 姥 加 的 。 关 有 9 ,92，,… 4s 等 4 个 点 电荷 ,它们 
分 布 在 # 个 不 同 的 点 .上 ， 则 穿 出 包 图 这 4 个 点 电荷 在 内 的 任 一 
封闭 曲面 4 的 电 通 量 办 ， 就 可 以 看 成 是 由 活 内 每 一 点 电荷 
qr 三 12) 所 产生 的 、 并 穿 出 S$ 的 电 通 量 办 ;= 外 的 代数 


$= 5 $; = yo=Q 
这 表明 , 穿 出 任 一 土 闭 曲 面 S 的 电 通 芭 ,等 于 其 内 各 点 电荷 的 
代数 和 。 这 就 是 电学 上 的 高 斯 定理 。 
于 是 ,根据 高 斯 定理 , 在 电荷 连续 分 布 的 电场 中 , 电位 移 


3 


天 景 肋 的 散 度 为 


人 PS 


AQw - 
divD lim—y = dim ny =P 


其 中 p 是 电 葵 分 布 的 体 密度 。 
例 5.27 若 divu (rj)r=0, 求 u(lr)。 其 中 xt +>yj 
+ 2 r=) =x yi +o 
解 令 , 
=ur r= ur x tt ur yy Hur) zk 
Fo=ulr)x, Feutr)y, Fr=utr)e 


卫生 日 严 六 so ) 
= _ du{r 
x Eutr x] = Gulr) Far) 
ra) wD ut 
Ox r 
局 理 ,可 得 
oF, sp (也 +u(lr) 
dy 上 
OF, oy) 2 + utr)y ~ 
从 之 r 
fr 
divucr r= Tur rl= 3 u(r) +ruy Cr) 
divutr)r =0 
J 


Butr)}+ra (ry=0 


这 是 可 分 离 变 全 微分 方程 ,化 为 


dutr) 3 dr_ 
Hr) r 
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积分 得 
lnutr) = 一 $10rt+lac 
由 此 ; 肥 得 


u(r) = 


- 
所 以 , 当 &(7) = 人 时 , 满 是 iva(r)FP=0, 故 8Cr)F 是 -无 
Fr 


源 场 。 
习 题 
1。 谈 人 S 为 平面 x=0,x=6b3 y=0,;y=b z=0,2 = 上 所 图 
成 的 立方 体 的 边界 面 ， 求 天 量 场 
=x +ty :d+t2k 
向 外 俩 穿 过 3 面 的 通 量 。 
2， 求 流 详 场 
=x+ vt+e) 

在 单位 时 间 内 向 法 天 量 # 一 侧 字 
训 和 2 是 本 过 曲面 x? +32 = z(0<zsH) 的 
流量 。 

3。 设 封闭 曲 商 为 球面 x: + y2+22 = 82 求 天 量 场 

F=x’t+yj+z'k 
从 内 穿 冲 球 而 的 通 县 。 
4。 求 天 量 场 
想 =(x 一 人 十 z) 生 + (光一 之 十 X) +t- rt yk 
向 外 例 穿 出 三 球面 S【 所 + 治 + 扫 = 1 ) 的 通 量 。 
5。 点 电荷 g1、9: 分 别 位 于 两 点 夺 1、 术 :处 , 求 从 闭 昌 向 5S 
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内 穿 出 的 包 通 量 中 ,其 中 为 

《1) 不 包含 好 ,和 谣 , 两 点 的 任 一 闭 浙 面 ， 

(2) 仅 包 人 洁 好 ,点 的 任 一 闭 曲 面 ; 

《3 ) 同时 包含 可 1, 训 :两 点 的 任 ~- 闭 曲面 。 

6。 计算 : 

(Tdivr, (2)div*, 
其 中 Ph 二 x +ZR， r= | 

7。 设 天 量 场 

一 人 人 一 
+ 22} 

求 并 藤 度 场 。 

8, 证 明 9。( -5-) =0, 其 中 + = Ty 六 +2 

9，、 计 算 下 列 拓 量 场 在 给 定点 处 的 散 度 ， 

(C1) 三 = 4x3- 2xyj+22KR, 在 MC1,1 ,3) 处 ， 

(2) 如 = 和 + +ak, Ml ,0,— 1) 外) 

(3) 本 =X3X2Y = 和 企 时 (2 1,1) 处 ， 

10， 谨 天 量 场 村 = {axst+tx?, by+xy?, 2 2 texs 
一 2Xy2 }, 试 确定 常 妆 gq ,b,c ,使 人 下 为 一 无 源 场 。 

11。 已 知 # = x yt22, 试 求 一 矢量 g, 使 得 = gradu, 并 
后 此 求 diyag。 

12， 谈 可 为 常 关 :加 = x+y 7 +: 天 ,rr= ,求证 询 各 让 
的 值 : 

CI) VereG) (2) Var) 3) V(r Cn 为 正 
整数 ) 

13。 给 定 拓 量 甫 国 ={x2 二 2 十 232。 3 xyz, xXyt— 

zy? } 。 试 陋 明 在 点 ( 2 ,1，-.)) 处 ,diva =0， 
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td4。 设 有 泡 思 长 导线 与 oz 轴 一 履 , 通电 流 ! 天 后 ,在 导线 
周围 任 产 4 磁场 ， 基 在 上 扑 M(xzyyz) 处 的 磁场 强度 为 


吾 = 7 .了 (一 — yt+x#), 其 由 r= ; 求 diyH ， 

15。 sx 2 X34224 RV vu Cdiv 区 和 

I8。 设 各 = Xt yt+2 弟 ,二 |, 冰 使 div gradf (tr)=0 
的 f(r)。 


“5.4 大 量 场 的 旋 受 


以 上 我 们 从 矢量 场 出 发 ,导出 了 一 个 由 散 度 所 形成 的 数 
重 场 。 而 在 这 --: 节 ,我 们 要 在 矢 性 函数 满足 -一 定 的 条 件 下 ， 导 
出 另 一 个 新 的 矢量 场 (由 旋 度 所 形成 的 场 )。 与 矢量 场 的 通 量 
一 样 ， 矢 量 场 的 环 芝 也 是 一 个 很 重要 的 量 ! 和 而 且 , 旋 度 与 环 重 
又 是 紧密 地 联系 在 一 起 的 。 因此 ;我 们 先 六 讨论 环 量 问 题 。 


一 , 环 量 ， _ 
在 高 等 数学 中 ,我 们 学 这 此 线 积 分 
| Pax+ Qady+ Rdz 
其 中 ! 为 有 向 昌 线 ( 即 取 定 了 正 向 ,并 以 切线 矢量 r 者 示 其 正 向 
的 曲线 ) ,P,Q, 呈 足 I 上 的 连续 函数 ， 

现 设 失 忻 函数 (MN) 在 有 向 曲线 ! 上 连续 ,a; :0, 和 9, 是 它 
的 三 个 分 量 ,我们 以 oy say 和 分 代 痊 己 . 心 、 《 ;于 是 上 耐 的 积 
分 就 变 成 人 

dxt+ady tade 
这 个 积分 电 艇 二 三 (MD) 泊 曲 线 / 的 线 人 积分 . 贝 拓 qlM) 所 具有 
的 不 同 芭 物理 属性 ,该 入 分 相应 表示 各 种 上 其 仇 的 物 环 党 疼 及 
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崎 征 。 

例如 ,车 醋 (4Y 7 为 一 力 场 [ 玉 (1)1， 我 们 来 求 一 质点 在 场 
力 斩 的 作 记 下 , 洛 闭 曲线 ! 正 向 运转 一 向 所 作 的 功 。 

如 图 5-25 所 示 , 在 ! 到 柄 线 
E971 同时 区 以 di 表 其 长 ); 及 其 
上 一 点 村 。 则 当 质 点 运动 经 过 di 
时 ， 场 方 玉 所 作 的 上 坊 就 近似 地 等 
于 


1 


dW =F.disF dl 2 


其 让 T 为 田 线 [上 上 点 条 处 的 单位 切线 矢量 ，d 为 曙 线 元 qd 上 点 
骨 处 方向 与 9 一 : 致 的 一 个 天 量 , 其 模 等 于 di ,下 ,为 力 下 在 T 上 
的 投影 。 由 此, 当 所 点 沿 封 闭 曲 线 1 运 转 - 周 时 , 场 力 了 所作 的 
功 , 就 可 表示 为 香 线 积分 , 即 

W = rr $b.F-dl 《54 和 


这 种 形式 的 曲线 积分 , 企 其 但 具有 不 同 物 星 属性 的 矢量 
场 中 ,也 常常 起 征 - : 定 的 其 体 的 物理 意义 。 
性 如 ,在 流 刀 二 CM) ;1, 线 出 分 
» ‘bal 
称 为 流 素 和 拓 最 9 沿 闭 合 巴 路 ! 正 向 流动 的 环流 。 
久 如 ,在 磁 总 征 CM Ti ,根据 安培 环 路 定律 ， 线 积分 
pH- 
表示 沿 与 积分 路 线 成 右手 赔 旋 灶 则 的 六 向 通过 1 上 所 张 曲 面 is 
的 各 电流 强度 了 ,的 代数 和 * 即 有 
小 Hdl= ef 
因此 ,为 了 研究 .上 的 为 使 ,数学 上 就 将 上 述 议 一 类 有 曲线 积 
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分 概括 成 为 环 量 的 概念 ， 
1。 承 量 的 定 尽 ” 设 有 矢量 声 @(47)， 周 沿 场 中 基 一 封闭 
的 有 向 曲线 /的 曲线 积分 
r= fal (5-45) 
叫做 矢量 线 g (MM ) 按 指定 方向 沿 ! 的 环 量 ( 或 旋转 量 )。 
通常 ,这 种 曲线 积分 总 是 假定 洛 回 路 的 正方 向 , 具体 说 
来 ,对 于 革 - :给 定 的 于 曲线 六 其 正方 向 就 是 当 人 位 沿 着 它 绕 ! 
前 进 时 ,由 i 所 围 成 的 区 域 的 内 部 ,总 是 出 现在 左 于 边 。 
在 空间 直 谣 毕 标 标 中 ,因为 
=a, tas tak 
dl=dicos(r,x)t tdlcos(r,v IF tdilcos(t, 2)k 
=dxt tdyF tadzk 
其 中 coskryx%7 ,Cos Cr,y》，c0s《r,z2) 为 /的 切线 打量 ?的 方向 
余弦 。 于 是 环 量 可 以 写成 
T= $ Corcosr, 和 tacostT yy + Ocosr ,zy dl 


xd +ady+adz (5-46) 
例 5.28 一 个 质量 为 mw 的 质点, 沿 任 一 平面 有 曲线 
l= bb 从 点 导 (xta) ,yl9)) 移动 到 点 
N(xtb),y(5)] , 求 重力 所 作 之 切 。 
解 ” 刘 图 5-26 所 示 。 由 于 作用 在 质点 上 的 重力 
F- fe, " 吉 所 作 的 功 为 


=| mgy ‘Cdt 
图 5-26 2 mgty (0) — yb) 
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这 小 结果 南明 ,质点 在 让 万 场 中 移动 时 重力 所 作 的 功 , 只 
与 质点 的 娩 . 来 位 置 有 关 , 币 与 运动 路 茎 无 关 o 朵 此 , 当 质 点 沿 
任 一 闭合 回路 再 辐 到 际 来 位 置 时 ,重力 所 作 之 功 { 即 环 量 ) 为 
过 。 

例 5.29 已 知 天 量 场 

= r+ +zk 

求 沿 折线 1:O 几 12 训 ,OO (图 5- 
27) 的 环 量 。 其 中 工 由 0<x 坊 9,0 
<T<sSoz = 0 组 成 。 

解 ”# 滞 /的 环 量 为 


T -中 ardl 


+[. a +r a-dl 
Hes NW a) 


和 六 心 
= | axt+ | YY +| XA x +| ydy 
+0 日 也 b 


= 他 
例 5.30 求 和 失明 场 
a= — "t+xri+ EE (五 为 常数 ) 
沿 较 周 (x 一 2)? +v? = RR? ,z= 0 的 环 量 。 
和 解 ” 品 入 贺 周 的 参数 方程 为 
二 2 二 cosy : 
| = Rsing (O27) 


z= 站 


dt= {Rsingdo, Reosdd0 ,0 } 
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出 用 求 的 环 量 为 
3 
T= 中 qd =| (— Rsing) (~ Rsind}dd 
i 站 


+t2+ Reos8)- RioSIdd = 2xR? 
询 5.31 一 质点 训 , 以 等 角速度 妇 = 《asyavy@}  ， 绕 
z 轴 党 阅 周 [x = acost ,y= asint ,z= 2 转动 。 求 质点 M 的 切 
线 速 度 @9 的 环 量 。 
解 ” 如 图 5-28 所 示 ，。 从 tw 的 正 向 
米 现 察 ， 点 夺 是 逆 时 针 方 广 旋 转 的 ; 仗 
OM = r="E+v7 + rl =r; 因为 
MM 的 轨迹 是 圆周 ， 侧 闻 的 举 径 a= 
1DAM , 妈 为 如 到 xz 加 的 王 直 距 离 。 又 
设 # 与 到 的 夹 角 为 有, 则 六 点 速度 的 大 
小 为 有 | = | a= ftp| rsing, 而 速度 
; 的 方向 与 和 和 ?都 班 直 , 旦 符合 右手 法 
则 ,于 是 在 mp = tw :人 -。 注 意 到 mv = 
= 少 ; 品 := 犁 出 有 


T= 中 ed = 中 (ovz 一 BAVAxX+t DX Wz dy 


图 5-28 


+ (ay WX) de. 
六 


一 一 一 2avosinf ~ 2asacosi too a2y dr 
-2ndi@ 
可 见 环 量 与 角速度 有 关 。 
例 5.32 设 平面 矢量 场 
qa= ~ yitax 
1 为 场 中 的 星 形 线 x= Reos*8,y = Rsin9, 求 此 舌 量 场 沿 | 正 
向 的 环 量 。 
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解 ” 闪 于 平面 封闭 明 线 , 取 逆 时 烤 方 向 为 其 正 向 。 依 此 ， 
有 . 
T= 中 au = 小 -yax +xdy 


=| — Rsinsgd (Reoss0) + Reos*Od (Rsins0) 
0 

EF 二 站 
-| (3Rsin‘fcos:0 + 3Ricost0sin 0) de 


EE 
= sR* | sin:dcos dad 
和 


Br 
-RR? | (]— cusddYdd 
8 


前 面 我 们 从 方向 导数 出 发 ,讨论 了 梯度 场 的 变化 特征 。 现 
在 为 子 研究 旋 谢 ,需要 引 | 入 类 似 于 方向 导数 那样 的 新 概念 ,这 
就 是 环 量 面 窑 度 。 

2。 环 量 耐 密度。 设 矢 景 声 qtM), 在 1 
场 中 取 任 一 点 好 , 歧 在 闻 处 到 定 一 方向 m， 
再 过 半点 作 以 # 为 法 天、 i 为 边界 的 微小 曲 
面 AS( 同 时 又 以 4S 家 其 面积 ) ,n 的 指向 与 ‘sh A\ 
边界 的 正 向 构成 右 于 晓 族 关 系 (图 5-29)。 
于 是 ， 当 曲面 As 在 点 好 处 保持 以 # 沪 法 其 
的 条 玉 : 下 ,以 任意 方式 缩 向 可 时 , 若 拓 异 局 图 5 -29 
闪 泊 1 直 向 的 环 量 与 向 积 六 S 之 比 多 权限 
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存在 , 则 丈 它 为 妾 在 点 最 处 沿 方 商 ?的 环 量 面 智 度 ( 亦 即 环 重 
“34 


的 旧 而 面 机 的 变化 率 )。 

报 据 矢量 堪 如 不 局 的 物理 属性 , 环 是 面 密度 和 应 地 有 着 
具体 的 物理 意义 ,例如 

(1) 熙 流速 场 0(M) 中 , 环 量 面 密度 为 

> a 

好 在 点 时 处 与 8 成 右 于 岂 施 方 向 的 环流 对 面积 的 变化 率 , 亦 简 
称 为 环流 窜 度 (或 坏 流 强度 )。 

《2 》 在 由 袖 场 强度 吾 所 构成 的 磁场 中 , 环 量 面 密 谨 为 


Ea ,AT dl 


A 


A AS AS 有 AS ds 
即 在 点 处 沿 给 定 方向 4 的 电流 密度 。 
3。 环 量 面 密度 的 计算 式 “给 定 矢 重 场 @CM) ,在 直角 内 
标 系 中 ,有 


= ta tak 


因 已 很 定 0 ,049: 具 有 一 阶 连 续 坑 导数 , 故 可 应 用 斯 托 克 斯 公 


式 
中 ad = 中 asdx+aaly+audz= J ( 竺 


Oa, Oa _ da, 
3 COSH ,XY + 人 3 jeoscn， 
yy +( .32 ~- gx 、 yos 《时 las ， 


用 A> 除 两 端 ， 现在 二 册 应 用 家 分 中 入 定 加 : 


6- 二 用 壮 -各 ow+ ( 品 -多 ) 


了 4 


| Odx 
cos hss + (SY gy Jeosn,z) jas 
一 ag, Gy Se 一 Oa, 
-( Dy 一 党 jeosnys 十 【一 一 3x) 


CoOS Hs wy》 十 【 99 一 eoskn, 2) ju 


右 端 角 标 WM* 为 AS 上 某 一 点 ; 当 AS> 村 时 ,有 MM* 一 条, 则 
AS>M As = en AS [3y 


:下 - 歼 )oar 人 (车 -区 


1 中 ad | OA, -Se ) cosa 


cosy | (5-48) 


这 就 是 环 虹 而 密度 在 直角 坐标 系 中 的 计算 公式 , 其 中 cosa， 
cos 有 .cosy 是 在 页 条 处 # 的 方向 余弦 。 


二 ， 旋 冲 


由 专 士 的 讨论 可 以 看 出 , 矢 基 声 @ 的 环 量 面 密度 , 仅仅 表 
明 , 场 在 给 定点 和 过 该 点 的 某 个 取 定 的 方向 上 , 环 量 的 相对 于 
面积 的 变化 率 。 亿 过 场 中 每 一点, 都 可 以 引 任 意 多 个 方向 ,由 
于 沿 不 问 方 向 有 不 同 的 环 辣 面 密 度 ， 因 而 对 于 空间 每 一 点 来 
项， 环 量 面 密 度 就 有 任意 多 个 ， 即 它 是 一 个 与 方向 有 关 的 概 
念 , 正 如 数 基 场 中 的 方向 导数 与 方向 有 关 一 样 。 在 那里 , 我 们 
虐 方 向 导数 证 发 ,引出 了 一 个 梯度 矢量 ,在 给 定点 处 , 它 的 方 
回去 出 了 最 六 方 四 导数 的 方向 , 它 的 模 即 为 最 大 方向 导数 的 
次 值 ;而 且 ., 它 在 任 一 方向 上 的 投影 ,就 给 出 读 方 向 上 的 方向 
村 数 。 这 种 情况 启示 我 们 去 等 找 这 样 一 和 括 量 ; 它 与 评 量 面 密 
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度 的 关系 ,正如 梯度 与 方 闪 导数 之 间 的 关系 一 样 。 

汶 此 ,我 们 来 考察 环 上 和 面 密度 的 计算 公式 (5-48) ,可 以 输 
出 ,和 它 和 方向 导数 的 计 咎 公式 (85-8) 十分 类 人 简 。 师 外 , 它 的 右 端 
是 点 好 处 两 个 矢量 


吉 = Qa: _ 00, Qa _ DG， Qay Sa} 
dv Ga ” Oz dx Ox dy 


和 

"= {coswycos8cosy } 
的 标 积 ! 或 者 , 它 可 视 为 笑 量 4 在 单位 法 矢量 呈 1 上 的 投影 。 因 
下 


lim = =An'=- A costAd,n > (5-49) 
AS 一 诗 AS 

上 出 式 表 了 明 ,在 络 定 点 处 ,矢量 4 在 企 一 方向 ?上 的 投影 ,就 
给 出 该 方 高 上 的 环 量 面 密度 ,而 且 , 环 好 而 密度 的 大 小 将 随 着 
r 的 变化 而 变化 , 当 有 4 与 4 司 向 ( 即 实 衣 : 夺 ,要 " 路 为 堆 ) 有 时 , 环 蜂 
面容 度 取 得 最 大 和 伪 14 ,由 此 可 知 , 4 的 方向 就 是 最 天 环 量 面 
密度 的 方向 ,其 模 则 为 最 大 坏 量 而 密度 的 数值 ,这 说 明 . 轨 4 正 
是 我 们 所 要 寻找 的 那 种 过量 ,我 们 把 它 时 人 散 拓 量 场 g 的 旋 度 。 
1。 旋 度 的 定义 ” 设 给 定 矢 是 场 鱼 及 场 中 一 点 条， 若 过 点 
好 处 存在 这 样 一 个 矢量 寻 ,使 得 zg 在 Mf 点 沿 其 方向 的 环 量 面 
管 度 为 最 大 ,而 这 个 最 大 的 数值 正好 等 于 4 的 模 . | , 则 称 矢 

衣 怠 为 天 避 场 中 在 点 团 寻 的 旋 度 , 记 作 rota , 即 
A=rotog (5-50) 
显然 , 聊 上 度 的 上 述 定义 与 举 标 系 的 选择 无 关 。 当 计量 场 雪 
的 二 个 分 量具 有 连续 偏 导数 时 就 可 从 它 得 出 一 个 新 的 矢量 场 
rotwe, 旋 度 矢量 rotq 表 述 了 场 q 在 点 村 外 的 最 大 环 量 面 密 
许 , 书 太 取 得 这 个 最 大 值 的 方向 , 作为 空间 点 的 舌 性 孙 数 , 它 
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描述 陡 场 在 给 定点 处 旋转 的 特性 , 所 以 , 它 让 由 和 天 其 场 奋 六 
生 , 而 对 描述 该 天 晤 场 旋转 的 变化 糙 性 的 天 量 场 。 

此 外 , 碎 式 (5- 旭 ) ,我 们 已 经 得 到 旋 度 的 一 个 重要 性 质 ， 
就 是 旋 席 矢 时 在 妊 - 方向 8 上 的 投影 ,等 于 该 方向 上 的 环 坚 而 
密度 , 即 有 

| AT 
rotea n'" = rotr = lim, A (5-51) 
因此 ,只 要 知道 旋 度 失明 rotq({M) ,也 就 知道 了 舌 好 场 谋 点 
出处 沿 任 意 方向 的 环 量 面 密度 ,所 以 rotg(M) 完全 刻 划 了 拓 
量 场 @ 的 旋转 运动 情况。 

例如 ,在 流速 场 B(Cad) 中 ,对 于 络 定点 处 的 旋 度 天 证， 它 
的 方向 就 是 最 大 环流 密 寿 的 方向 ,其 昼 即 为 最 大 环流 密 度 的 
数值 :着 且 , 它 在 任 一 方 宙 上 的 投影 ,就 给 出 该 方向 上 的 环 流 
密度 。 

同样 ,在 磁场 五 04) 中 , 旋 训 rot 再 是 这 样 一 个 矢量 ,在 
给 定点 处 , 它 的 方向 万 是 最 大 电流 密度 的 方向 ,其 模 就 是 最 大 
电流 密度 的 数值 ;而 且 , 它 在任 - 方 疝 上 的 投影 ,就 给 量 该 方 
同上 的 电流 密度 ,在 电学 上 ,rot 玉 称 为 电流 密度 所 基 。 

若 在 天 量 场 @ (MD) 由 ,每 一 点 部 行 ?of@ 友 0, 册 (MM) 和 为 
有 旋 场 反之 , 阁 每 一 点 书 有 rota =0, 则 gCWM) 称 为 无 旋 场 。 
另外 , 若 只 在 场 中 茶 一 区 域内 ,每 -点 rotg 姑 0, 则 该 区 域 称 
为 了 旋 区 域 :而 着 区 域内 每 一 点 rote =0, 则 称 为 无 旋 区 域 。 

2。 旋 度 的 解析 表示 式 

1 ) 斯 托 更 斯 "tokes 公 式 

定理 5:6 设 有 矢量 场 @ = { aqsoayygs } ,axvayses 在 任 一 
旗 请 团 上 时 线 [ 上 上， 及 出 1 为 边 界 所 绪 的 光 请 曲面 c 上 ,共有 一 阶 
连续 偏 导数 , 则 有 
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中 ad -| xa:des (5*52) 


这 个 式 子 称 为 斯 托 克 斯 公式 。 其 中 o 取 上 侧 , 积 分 路 径 ! 的 方 
问 与 rc 上 法 估量 关 的 指 癌 --- 叙 (构成 右 上 本 旋 关系 站 允 关 妇 
={ Se - dq, da dg da, - or， 


Ov das” dz dx ’” dx dy 
证 设 平 行 于 z 轴 的 直 
线 , 与 0 至 移交 于 一 点 ; 曲 出 o 
的 方 各 为 2 = x (X,Yy)，! 与 9 
正 向 联系 ,它们 在 xOy 平面 
上 的 投影 应 是 北 时 针 的 闭 曲 
线 c， 太 投影 区 域 9;, (图 5- 
30)。 了 曲面 元素 矢 是 de= 
{dviz,dzdx,dxdy}, 取 
0 为 正 例 ,cosa,s cosP, cosy 


, 是 与 此 侧 相 应 的 法 天 最 # 的 
二 方向 余 蚁 , 则 
Oz _ cosg O02 __ eosp 
Bx cosy dy cosy 


由 于 曲面 污 素 dS 在 xO 〇 OvY、xOz 平 面 的 投影 可 分 别 素 示 为 dxd 
= tosyds;d zdx = cosBds ,好 有 dzdx= - 3 dxdyY, 于 是 
有 


中 党- 各 ca- 人 各 + 各 肝 )joro 
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=| 咱 区 尘 Vi 《Ya 
= 3 
Usy . 
Oa (XV EN) qz， 
tT EE Oy Jaxdy 


因为 
中 ocdx= 中 az za jazx (*) 


对 右边 的 积分 应 用 档 林 {Gresen) 公 式 ， ' 


中 odx tody=|| 5 一 jdzdy 


向 和 


这 里 ,三 所 给 的 人 情况 下 ,0。 =a{(wr yx Vy ) y= 0 ， 计算 


时 , 顺 要 求 o, 直 接 对 y 的 导数 ,以 及 通过 第 三 变量 z 求 对 
4 的 导数 ,机 z = 28X yy 则 ， 

CCIE AC LACIPILACIPL 

Oy Oy Oz 

Oz(x,y) 
ay 

于 是 式 (* 1) 成 为 

中 ax= 中 T(x Yo yd 


= -| 和 


dy 
Uy 
CEA ACIE /LN ACIP 区 下 


ee 各 
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从 而 得 


中 gd x = | ex dz = - ddy (5-52a) 
后 理 可 证 

三 da, ee Ody 一 和 

fady= |[ Mads Be dyds 65d) 

_ da; _ da, . 

$b adz= 并 aw dd -3 zd (5-52e) 


将 所 得 的 三 个 等 沁 (5~52a2)、(5-52b)、(5-52¢) 相 加 ;整理 撒 
eo \ 武 (5-52) 。 
公式 连 系 子 扩 地 东边 界 的 曲线 积分 与 该 曲面 上 的 向 
面积 分 , 它 奖 似 于 连 系 关 沿 人 
该 区 城 寺 的 三 重 和 分 的 再 斯 公 
在 本 定理 中 ,着 可 = oe 为 平 而 笑语 场 ， 1 为 xOy 平 
面 的 于 曲线 ， 西 总 是 以 鸭 边 界 的 平 而 域 , 则 和 客厅 公式 可 写 为 


中 sd- pv x qdS (5-531 
万 


其 中 " 访 是 号 的 届 积 元 束 矢 和 旦 。[ 加 此 ,格林 公式 是 斯 托 克 斯 公 
式 的 慎 例 。 

2 下面 我 们 来 建立 旋 度 rotg 在 突 间 百 和 角 举 拯 系 中 的 
计算 公式 。 

定 各 5:7 设 矢 量 场 @@ = { aayyar } ,assoyser 在 场 中 任 
一 点 昌 (Y3 2 上 呈 丰 一 阶 人 连续 偏 导数 ; 贿 

rot = 本 (5-51) 

其 中 
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证 庶 g 为 以 闭 划 线 ! 为 边界 
的 非 讲 光 济 上 昌 面 (面积 为 AS) 有 
为 其 中 的 任 一 点 ,8 汶 过 并 点 外 的 
注 尖 量 ( 图 5-31)， 其 单位 矢量 是 
办 邻 C= VX 期 由 让 (5-48) ,得 


A _ /fda _ 9a, sr 
lim As = jy ds Jeosar( Bx 


i , 
一 jeos8 


上 ( doy Oa 


-| cosp 


其 中 妨 有 与 CC 的 炎 和 外, 当 # = 0 时 ,tc058=] ,从 而 ，lim 站 5 取 


AS 有 
得 最 大 值 cl ,而 且 取 得 这 个 最 大 植 的 方向 , 就 是 c 的 方向 ,于 
是 根 根 放 度 的 定义 :应 行 
rote -cc— Vxo 
由 以 上 的 讨论 雇 及 式 (5-51), 福 直角 坐标 系 中 ,有 
doa: Oa, 


rnta f= rotl d= -GC 
t dy Q2 
roig: j=10t,0@ = .00 das 
” Oz Ox 
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drs 
10te:E= fot = Da us 


dx dy 
由 此 得 
rotm = rotuaf trotay triot.ak 
_ Do: oa， Go day, Qa, 
i 
Qo, , 一 所 记 
-dy 六 (5-55} 
这 就 是 旋 度 天 量 的 解析 表示 式 。 
或 者 ,号 成 行列 式 , 即 
] i 了 Kk 
rote - - 0 9 -9 (5-56) 


| ， 
| Cy 位， 性 。， | 


| 
例 5.855 设 - :刚体 绕 过 原点 口 的 
1 办 转 动 (OQ 点 是 刚体 中 一 个 固定 不 动 
的 点 )， 角 这 度 的 大 小 恒 为 四 《图 5- 
32)。 显 然 , 当 刚体 转动 时 ,其 上 任 一 点 
处 ,都 有 一 线 速 度 天 量 b， 从 而 构成 了 
一 个 线 速 度 场 上 (对 )。 求 该 线 速 度 场 
加 5-32 VM 的 旋 度 。 , 
解 ” 设 ptM) 为 出 体 下 任 一 点 好 的 线 潮 麻 矢量 。 容 易 看 
已 该 速度 的 说 等 于 M 点 到 轴 [ 的 垂直 距离 | 己 杂 | 乘 以 转动 角 
速度 的 大 小 @ ,方向 垂直 于 通过 转动 硝 ! 及 点 肛 的 平 面 。 在 灿 
7 二 作 一 角 违 谋 舌 时 各 ,有 了 雪 = 加 + 四 ,中 + 加 天 -又 凡人 表示 由 
点 口 到 点 陡 的 所 量 ,F = x+Y 史 +2 开 于 是 由 图 可 得 
lip x | = wrsind = w [PMI = 加 | 
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即 括 量 zp Fj 了 基 二 9 人 的 大 小 灯 等 , 文 由 图 易 见 两 者 的 方向 也 


相亲 。 国 只 “ 
v= 
为 华西 夺 5, 则 : ”i 
i 7 Ek 
= Cy 《= 
|x 是 


DO eV O20 = Wt — Dy 


由 式 (5-55), 有 


rot, 和 = 3- 2 = ,+ Or 20 

工人 让 ,YD 一 ee -5 一 加， 十 cy 三 200y 
- - 

tr tb ~ - Qos = D+ m= 2 
OX Ov 


一 
了 里 


roty = VU=2t0 +m, +o:k) = 2 
色 9 的 许 央 下 友 装 二. 倍 。 这 说 明 , 在 刚体 旋转 的 线 速度 场 中 , 任 
一 点 处 的 诬 霸 ;除去 一 个 带 数 因子 外 ,正好 等 于 刚体 的 转动 角 
速度 ( 旋 度 由 此 而 得 名 )。 由 此 可 见 , 拓 量 场 的 旋 度 ,与 场 的 转 
动 性 质 有 次。 正 是 由 于 这 种 关系 ,所 以 在 流体 力学 中 ,就 用 旋 
度 且 否 为 零 来 判断 流体 内 部 是 否 帮 淡 沁 存在 ,对 于 有 旋 的 流 
动 ,我 们 称 之 为 渴 旋 运动 。 

3. 施 代 运算 的 焉 本 公式 


1} rbtftf a = Crote (CC 为 常数 》 ‘6-57 
2) rottga LB- rotgmtroth (5-582 
3) rotisa)y =urntag “tx gradru (5-59) 
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4d) divto w= 6rrotgmr — oroth {5-6B0, 
其 中 4 汶 数 量 场 ,机 5 为 天 量 场 , 均 有 - - 阶 连续 篇 导数。 
我 们 来 验证 (5-59)、(5-60) 两 式 。 


(1) uo = ua, + way Ff tuask 
(ug) _ O(nuay) 


rotstug) = 3 Bz 
_ Ou OO， du ay 
四 
Da gr Qi dn 
(人 -各 ) 和 六 -< 

男 外 ,由 和 关 量 代数 ,有 
了 天 
_| ou du ou 
gfadux 权 = Bx By Ba 
如 := Uy yz | 


于 是 
rot {ue = urot eg — (ao x era duy, 
局 还 可 得 
roty(ugg) = urot,e — (Co x gradu), 
rot (gy) = HIoto — (ox grady), 


所 kK 
rot(ua) =urota— a prady 
(2) i 7 天 
ax6=| a a, a 
a Bb, pb, 


= (qb ~ ob E+ (gab -Gob ) 相 
+ (ab, 一 daybs ) o£ 
divia x 6) =V' (0 x 8) 
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器 
= - (ovB。 —aby) i By (bs — gsb;) 


+ 总 Gob ob) 


.ab , dg, _ 0b, 
(a a + 下 和 . 


”了 区 Dy. a oe 
pb, a 
人 - 
ar _ ao oa \ 
+ be Gy 于 b, 3 ) 
_ Ob, ob; bs 
= dz dy + a ( -2 


要) in( 癌 - 各) 
必 ( 器 -各 )*e( 和 
六) +15( 和 部 -各 ) 

= - (atlra, frok):| 3 - 26) 


[( 营 -全 Jo (车 
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-中 ) 志 (各 -党 )#] 


由 还 ,得 
diviax B=v:(axB=bvxa-a'vxb 
和 = 四: Tol 妆 一 站 :Tot 

4。 旋 度 场 与 散 度 场 ,梯度 场 的 关系 

把 哈 窜 天 算 子 Y 作 用 到 数量 场 和 矢量 场 , 叫 做 一 阶 微分 
运算 ;而 对 数量 增 和 侨 量 场 使 用 两 次 WY 运 算 所 得 的 结果 , 叫做 
二 阶 微分 运算 。 

设 4 为 数量 场 ,tf 为 和 拓 量 场 , 且 4; ,Gy 54: 和 4 二 有 二 阶 连 续 


偶 导 数 。 
1])》 | rot gradu =Y XV 
加 (5 
dv \ dz Q2 
日 相 四 | Ou 
By ， 训 -( 党) 
站 ou 器 QU 
-3x ( 9 ), Sx 2 ) 
_ 日 du 
dy ( dx )} 
_/ ou _ ou O24 
| aszay OvyOz ” Oxdz 
OH Ou __0°# } 
Oz0x ’ Oxody dyodx 
= 0 (5 61) 
因此 ;数量 场 4 的 梯度 场 ， 作为 万 广场 
2》 div rota=Y: (Vx gy 
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9 (ae -gas ) + 0 1 dos 


Ox ay dz Ov \ Og 


_ O09; ) 上 | ( -2 -90 ) 


Ox dz \ Ox Oy 
di Qo, B00 
OxDv Ordz dvdz 
da a, Og 
OVvIx Ox 2 
=0 ， (5-627 
即 矢 量 场 g 的 旋 度 场 , 必 为 九 源 访 。 
3) div pgrady= Yu) 


ot ‘du 
= 0 ) + 3 (3 ) 


人 04 )=( oO2 0° 


dz \ dz \ ox? dy? 
3 
9 2 
0 
令 人 
符号 A? 做 拉 普 应 斯 (1.a place) 挤 子 。 这 样 2 
div gradu= {VY n= Yiy = Ay 5-63) 
4) rot rotg=YV i(Vxa) .， . 本 


二 {rolrotgsrot,rota ,rotrotg } 


TOotl rote - 了 role — 了 rotay = 部 


25 估 


day oo 9 f/f da 
Ox dy ) dz ( dz 
Qo, 、 
-ox ) 
展开 丘 台 ,并 其 王 一 -项 全 x, 邮 有 
_ 0 da. ,Oa , Ga: 
rot, rotwg = 人 Di By 十 3 ) 
_ {da 9ia, Oa. 
(和 全) 
0 9 
= dw ie Vr 
闻 理 可 得 
roty rotwg = 0 diva vio, 
Oy 
rot, rot = 9 diva — Va, 
SE 
所 以 
Tot rotag = grad divg -Aa (5-64) 
三 YY 如) — Aq 
以 上 只 种 关系 式 表 述 了 场 与 场 之 冶 的 内 在 联系 。 通 过 利 
用 这 些 关 系 ,可 以 简化 场 的 计算 。 
例 5*354 求人 和 位 矢 ? 的 旋 度 
解 他 一 YX 量 十 水 有 十 2 天 
| 
-0 9 9.|- 
| Bx Oy dz 9 
| * 让 2 | 
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网 5.-35 求 rottFr)z]， 其 中 六 rr) 为 可 徽 函 数 。 
解法 一 rotLfCr)r]=Vx[f(r)r)=Vx [xf(nf 


+ yr t+2fir)E) 
i 7 &k| 
0 aa 
| Ox Ov 加 了 
xf{r) yf Cr) Cr 
_ 9f _，9f 
加 (= Ov Y dz ) 
07 _, 9f 
机 (ez 02 “ -7 
,of _ .9f 
(> 0z 他 六 jE 
而 
er _ (far dr of 3 一 一 一 一 一 
Er ( or 5 ) To Bev ty te 
A _ fr)x 
ww YX2 二 42 十 了 r 
同 理 , 有 
of _ Fr of . = 2 
OY r ? Oz r 
所 以 


rot(ftr)r) = (2 六 Cry y 六 名 2 ) 1 


十 (x 站 (六 二 _ FO )s 


fr 
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FO) sy FY 
+ (> 人 - ) 天 


1 
解法 二 ” 按 旋 度 运 算 基 本 公式 (5-59)， 有 
rottfor r= f(r)rotr teradf(r)xr 
= 0 +[/ {tr)eradr})xr 


= | fr | xr= 0 


由 此 可 见 ,- 切 形 如 /Cr)r 一 类 的 场 都 是 无 旋 场 .例如 ,引力 场 
Fs=— 与 电场 强度 天 最 场 本 = -人 (它们 的 > 本 0 


例 5,36 对 天 量 场 
a= (0x vt vy zk 
验证 斯 托 克 斯 定理 。 其 中 o 是 上 半球 面 x? + y? +z27=1, i/ 是 
写 的 边界 。 
解 ”显然 ,ao 的 边界 /是 xDOy 平 面 上 以 原点 为 中 心 半 径 为 
1 的 贺 。 设 1 的 参数 方程 为 


x= cost 

之 二 月 
于 是 

中 :od = 中 (2x 一 ydx — ysrdy— yzd2) 
1 
-| (2COSft — Sint)( ~ Sint)di = 下 
香 

而 


则 


| X 姓 ) "dg = [Igas = dxdy 


性 全 Gs | 


因为 是 "ds = dxdy, 且 ox, 是 在 xOy 平 面 上 的 投影 ,所 以 得 


1 [Vl-xE 
' dxdy=# 


< 一 | yi 
1 fi > 加 
| dvdx=4| v1 widx=n 
/4040 lo . 
于 是 斯 托 克 斯 定 未 得 到 了 验证 。 
例 5.357 设 有 两 天 量 场 
= 六 一 二 YE 一 23XE 二 28yy 
3X7 一 2X2 十 22 
和 = {2 t+2x+3y,3x +t2y+2, y+ 2x2} 
试 证 明 ， | 
(1 ) 既是 无 旋 场 ,又 是 无 源 场 : 
(2) 名 只 是 无 旋 场 ,而 不 是 无 源 场 。 


。 有 Yer Bp 
1 OL, 旦 二 Oy 一 一 
1 Ci rol,g By 3 3 一 3 站 


da _ da _ 


t 一 =- - -二 一 1 一 
rot,a > Dx 22 + 3y— 3Y+ 2 
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- TOt,a = = 32+2y—2y—32=0 
于 是 " z 
rot=0 
故 姻 为 无 旋 场 。 又 oy 
dive = Sa + 和 + or- 
= -2+2x—2x+2=0 
期 @ 又 是 无 源 场 。 和 z ' 
(2) rot,b=1—-1=0 
roOt,# =22—2z=0 
rot.b=3—-3=0 
其 
rot&=0 
但 
divBb =2+2+2xX 灾 0 
所 以 古 是 无 旋 场 ,人 不 是 无 源 场 。 
俩 5.38 考 矢 量 场 


= x —22yF + (x -2)k 


于 divg rot ,Erad dive ,VV 可 ;验证 div rot = 0 


解 cx = y= — BY = Xi ~ 2 
Sos = 2, 3 = 一 2z， $0 = 一 1 
DO, QO, Qa; O00 _ gx 


Ov Oz 一 22 ， Dr jE 


262 


则 . 
diva =V: =x*:—2z2—1 
可 更 ,5@ 在 x% --22 一 1=0 的 抛物 柱 面 上 是 元 源 的 ;而 在 x? 一 
~1=C(C 让 0) 的 抛物 柱 面 上 是 有 源 的 。 
rotm = VY xom=2yd— 2x 
grad div = VV*a) = V(x — 222-1) 
= 2xk 一 2 天 


rot rotm=YVY XYxXGa=YV Xx(2vi— 2x7) 
= 4k 
由 式 (5-64) ,得 
Vu = grad divg — rot rota 
=VYV'Aa) -Vv XV Xa 
= {2xt 28)— (~ ER)=2xt + 2k 
div rot@ = VV Xa)=V:(2y1 -2x7) 


_ 9 vy CD 1_，y- 
= (2y) 十 dy 《 2x)=0 


可 是 
1。 设 矢量 场 
a= -yitxj+tCk (CH) 
试 求 它 沿 下 列 曲线 的 环 量 ， 


Cl x y= R=0 (2)(x—2):+ y=R,z=0 
3。 已 知人 矢量 场记 = (C(x: 一 y2)E+2xyF 试 订 算 滞 1 的 环 
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境 o 了 是 测 xX=0,X=0,%V 二 人 和， 二 
6 所 构成 的 算 撒 回路 。 

3。 判 断 下 列 天 量 场 上 在 场 
中 和 企 一 出 册 线 了 上 的 环 量 是 否 为 
零 ， 

(Cla= {x2}, 

(28 = {hrs—bsyv,hsx— 

第 是 图 byz,b1y -bx)} (5 82)5, 是 

不 同时 为 零 的 常数 ) 

4。 一 质点 在 力 场 下 =x + yy 了 + zz 站 的 作用 下 ,党 蛤 旋 疏 
计 二 C050 Y= 05Sj 了 0 有 ,z= 二 0 运动 , 求 其 从 8 = 0 到 8 = 2x 时 所 作 
的 功 。 

5。 求 矢量 场 @ = xyz(i+ 了 + 外) 
在 点 及 (1,3,2) 处 的 旋 度 , 可 太 在 这 点 沿 方 向 mn = 了 ?了 +27 +2k 
的 环 量 面 密度 。 

6。 设 天 景 场 g = {x2 +ty3y3~x7,2x} ， 讨 下 CT， 


V3 a 上 一 1 _ i 1 
3， 3) 的 矢量 为 28= { 7 二， 


求 该 点 处 的 环 昨 面 密度 。 


7。 淹 失 晤 场 = x 于 -2x2yzj +2y2 下, 冰 奏 点 MM(1， 
一 1,1) 寻 的 rotg。 

8。 求 下 列 各 矢量 场 的 旋 度 : 

{CT = va tx + xyk, 

(2 0 =xT+ y+22kE. 

《3 00 PAX) +t OC Tk, 


ps 


9。 设 在 =Y%2y 和 一 2x +232 开 ,有 求 Tot fotgg。 
10。 求 下 列 拓 时 场 的 旋 度 
(leu= yt2zF+xk, 
(2)g= yt +x:k, 
人 
1。 证 明 Y xX (ot6)=VXqtvx6, 其 His= 0 十 
a ok,b=- bi tb tok. 
12, 已 人 =3y1+22: 了 +xyE,b= x-i— 4 大 来 fot( 儿 - 
X 面 )。 
13。 设 六 = 2 上 + 17 上 天 = 人 为 常 捧 。 求 
( #ot[ Fryecy 2) div(r x f(r)e) 
4。 疆 定 拓 最 声 轴 = Gy 一 bz, (ax bx — ey} 
和 中 oi， c 汶 常数 , 求 
(C1) divF,(2 7 rotk, 
15。 忆 国史 = 1x2 +y,3y2 一 x?,2X} , 求 


(17) 旋 弃 场 ;( 2 ) 在 点 M{1,- Y 3 ， 


以 及 环 晨 面 购 庆 的 最 大 什 。 
16, 设 有 点 电 葵 g 位 于 华 标 原点 , 试 证 明 此 电场 中 电位 移 ， 


矢量 如 的 旋 麻 为 零 。 


V3) 的 访 度 ， 
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第 六 章 “ 有 势 场 、 管 形 场 和 调和 场 


在 研究 流体 力学 ,电学 等 有 关 学 科 时 ,我 们 经 常 吉 到 三 种 
重要 的 矢量 场 , 这 就 是 有 势 场 , 管 形 场 与 调和 场 。. 干 面 , 我 们 将 
对 它们 的 性 质 作 进一步 的 讨论 。 


8$6.1 有 势 场 


一 、 有 势 场 与 势 菠 数 的 概念 


众所周知 ,对 于 在 物理 学 ,力学 中 所 通 到 的 各 种 力 场 《 如 
重力 场 ,万 有 引力 场 久 及 静电 力 场 等 )， 人 们 按 其 作 功 与 路 径 
有 关 还 是 无 关 的 这 一 性 质 ， 通 常 将 力 场 分 为 保守 力 场 和 非 保 
、 守 力 场 两 类 ;而 且 , 任 何 保守 力 场 加, 都 存在 着 势 函 数 %%， 即 有 


FF= -pradoy 
并 有 旦 称 存 在 势 函数 的 力 场 为 有 势 场 (或 位 场 ), 也 就 是 说 ,有 势 
场 即 为 保守 场 。 


就 一 般 的 天 量 场 而 言 ,我 们 给 出 以 下 的 定义 。 
定义 ”对 于 一 已 知 的 拓 量 场 @( 7) ,如 果 存 在 数 性 冰 数 
(af ) ,满足 
a 7) = gradud (6-1) 
出 称 矢量 声 @C 凶 ) 为 在 势 声 ( 或 位 场 )。 今 g= 一 &, 县 称 0 为 这 
四 在 末 毕 科学 挤 规 ， 说 如 流体 力学 中 ， 也 常常 把 迁 合 关系 式 a( 了 对 ) 


= Eradu 的 函数 由 直 斤 定 尽 为 天 量 场 af 时 ?的 势 画 数 ， 或 者 称 u 为 ay 的 万 于 
要 。 转 此 可 网 ， 两 种 定 次 (或 者 势 曾 数 与 力 画 数 之 间 ) 仅 机 次 一 个 常数 。 
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个 场 的 势 函 数 , 出 雍 可 见 ,天 出 场 g(M) 与 势 沼 数 2 之 间 的 美 
系 是 
aM)= ~ gradv - {6-2} 
从 以 上 的 定义 可 贿 , 有 势 场 是 -个 梯度 场 。 这 理应 当 福 意 
的 是 ,对 于 已 知 的 有 势 场 来 说 , 场 的 势 函 数 实际 上 有 汇 穷 多 
个 ;但 它们 之 间 只 相差 一 个 常数 。 
事实 上 , 国 帮 oa: 均 为 天 量 声 人 (好 ) 的 势 酌 数 , 即 


好 = 一 gradGal， = Eradv, 


别人 有 有 

gradvu, = grady, 
亦 即 

graditr, 一 = 
于 是 有 


引 ) 
-ox Co — UU») 三 六， 3 -vi)=0, 


a 《21 一 pz 
这 表明 ;1 VX yy2 无 类 ,从 而 
Di 一 pa 二 已 {CC 为 常数 ) 
于 古 得 
ti 十 让 
因此 ,者 眉 知 x( 时) 是 状 量 场 @( 邓 ) 的 一 个 势 谓 数 ， 那 来 ， 
声 的 所 丰 势 丽 数 的 全 体 就 可 表示 为 
oH)+C (C 为 任意 常数 ) 
我 们 举 如 下 一 个 例子 : 
(1) 天 量 场 @ =7 =xi + yj +2z 下 ,不 难看 刘 , 它 是 数 性 
函数 x(M/) = -五 的 梯度 场 , 即 a = = grad- 。 因 此 ， 拓 量 


267 


六 = 


场 站 = 为 有 势 场 ,而 势 函 数 4 = 一 下 一 pb 
《2) 引力 场 F(M)= -可 以 看 出 Ft) 
= -人 grad 一 。 所 以 引力 场 是 有 势 场 , 笋 丽 数 0 = 一 


1 


一 


(3 ) 电场 强度 闫 量 场 可 = -4,r。 这 也 是 有 煞 


der? 


场 , 斤 还 数 海 v( i ) = 了 人 , [ 司 沪 


六 


用 = 2 =- rad -人 
der BS de 


二 、 矢量 场 是 有 势 场 的 充 要 条 件 
对 于 一 般 的 揪 量 场 g( M4) 而 言 , 共 旋 度 不 一 定 恒 为 零 ,但 
当 @ (M4) 谷 为 某 一 数 置 场 术 村 ) 的 梯度 时 ,其 旋 度 一 定 全 为 
零 , 而 由 上 述 有 关 有 势 场 的 定义 可 知 , 梯度 场 就 是 有 势 场 。 然 
而 是否 任何 矢量 场 都 为 有 势 场 呢 ? 对 此 我 们 有 下 面 的 定 理 。 
在 证 有 明 这 个 定理 之 前 ,为 了 讨 沦 的 需要 ,人 先 计 明和 如 下 下 理 ， 
可 要 理 证 区 域 @ 中 的 线 积分 


M, - 
, -la (6-83) 
与 趴 径 无 关 的 充 概 条件 是 ， 滞 9 内 他 
一 闲 曲线 /， 机 
Mt 1 wd = C6-1) 
图 6-1 十 茧 在 扰 日 内 , 线 人 各 分 


( 式 (6- 9)) 与 路 径 无 天。 为 如 中 住 一 闭 曲 线 , 将 夫 分 为 两 
下 ( 图 6-1)， 
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-rr TT, 
i=M MM 十 VM MM, 


则 必 有 
ER = [ladl 
a ee 
i na 1 Af A oA snf 
于 是 


4 aur = | :a + | aat 
Te 
7 HA 
= la-al 一 ae.di 
| -re 
时 MM 
二 让 
这 样 就 证 明了 必要 性 。 
充分 性 。 设 于 碟 人 中 任 一 六 曲线 1, 恒 有 
中 gd =0 
由 此 , 设 时 MIM,MM 入 为 连接 两 定点 M6、 村 的 畴 线 ， 
它们 图 成 了 域 介 中 的 任 - 一 闭合 辐 路 1( 图 6-1)。 则 册 


ad= [adl +| ad 
上 me pi 
Ho OC MMM 


-| ecr -| ec 
J | 
A oA a nro tai 
二 吕 
得 到 
:oF = | oad 
Mo MaMa 
于 是 充分 性 上 成立， 


定理 6.1 天明 场 q( 村) 在 单 连 域 内 为 有 势 场 的 充 要 条 
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证 (1) 必要 性 。 设 矢量 场 可 邮 ) = +0 了 了 +4. 下, 旭 
果 缚 Ca) 为 有 势 场 , 风 存 在 数 性 函数 xxx,yyz) 满 足 


NM) = gradu 
出 有 
ao a ,00 
3 ET 本 y Oy 3 9z 
从 而 
Qa, _ Gy -0% _ 94 -0 
OY Oz dyoz zy 
Oa: _ az -0 
Oz DX 
day 一 Oa 二 位 
Ox OY 
四 于 ,在场 丙 处 处 有 
rotmwm=0 


《2 ) 充分 性 。 设 在 场 中 处 外 有 rota = 0, 久 由 于 场所 在 
的 区 域 是 单 连 域 , 则 出 斯 托 胸 斯 公式 


$b a-dl ee 


订 知 ,对 于 场 中 性 一 闭 曲线 1 ,都 有 
本 = 
根据 上述 的 引 型 ,这 个 事实 应 等 价 于 蝴 线 积分 
T=| qa-dl 
好 0 


与 路 径 无 基 。 其 积分 之 值 ,只 取决 于 积分 的 起 点 M(xo 5Y > 
20) 与 终点 时 (x,y 2) 的 位 置 ; 当 起 点 肝 o 一 旦 轩 定 , 它 就 只 是 
终点 讶 的 沙 数 ,将 这 一 昭 数 记 作 s(x,y ,2z), 邑 

{ xy .2) 


ax) -| gadx tody+adz (6-5) 


故 玉 口 ,9 小) 
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我 们 征明 ,这 个 函数 其 有 下 面 的 性 质 ， 


_ Qu Ou _ Ou 
Gs ? Oy de 


先 证 其 中 第 一 个 等 式 。 为 此 ， 就 要 保持 终 版 Mi (xyz 的 
yxz3 坐 标 不 变 ,而 给 < 于 标 以 增 量 4 这 和 ?我 们 得 到 “个 新 的 
版 人 W《X 二 AAAXyo2z)o 于 是 有 - 

US 区 一 站 (5 各 7) 


, = da dl 


(x XV 玖 ~ : 
= od{ =| dx od ytaz 
HH (Xs Yt) " 


. 振 潜 积分 与 路 径 无 关 , 故 最 后 这 个 积分 可 以 在 直线 段 人 MN 上 
取 ,。 这 时 yy,z 交 为 常数 sdy 一 Odz = 0, 这 样 就 有 - 


. {XX 2) 
Au =| Gt Ya) 


{Xs YT) 
技 积 分 中 值 定 理 , 有 
AW= (XAT Vz) A (0O<cD< 1 . 
两 端 以 Ax 涂 之 , 令 Ax==0 取 极限 ,就 得 到 
Ou _ | 
Be = Xs) 
类 理 可 证 
= Gy 和 人 
et _ 
= 
所 以 
:uM)=a tM itao(tM) ta )k 
= 和 Ou du 
“xiaoy7!' ok 


= a 一 EIad( — 1) 


名 
如 和 2 = NY) = -| acMye? 
就 是 矢量 场 q(M) 的 势 函 数 ,于 是 充分 性 得 证 。 
这 个 性 质 表明 ; | 
( 1 ) 表达 式 0sdx + gaydy + a.dz 是 消 数 4 的 全 微分 ; 
(2) 两 数 4 满 尼 @ COM) = gradu, 所 Bigt 有 时) 为 有 势 场 。 
一 般 称 旋 度 但 为 零 的 场 为 无 旋 场 ,而 对 于 具有 曲线 积分 
jeCa40) .dl 小径 无 关 的 矢量 二 aq(34), 常 称 为 保守 场 .从 上 
壕 定理 及 其 证 明 可 以 看 出 ,以 单 连 域内 ， 
(1 )》 场 有 势 (梯度 场 ), 即 存 牢 势 函数 5, 使 《MM) = 


— prado; 


(2 ) 场 无 旋 , 即 rotgdM) = 0 在 场 让 处 处 成 让; 
{3) 场 保守 , 即 线 积分 | a'dl 路径 无 关 ; 获 恒 有 由 


ad=0; 
(4) 表达 起 asdgx+ardy+ asdz 是 某 个 函数 的 全 微分 。 

这 四 种 表述 是 彼此 等 价 的 。 : 

了 六 Mixsys2) 以 上 不 仪 证 明了 .g(t 肯 ) 的 
势 清 数 荐 在 在 的 ,而且 式 (6-5) 
还 给 我 们 提供 了 计算 势 函 数 的 
途径 :由 于 其 中 的 积 分 与 路 经 
无 关 ， 故 可 选取 逐 段 平行 于 党 
标 轴 的 折线 村 ,有 HM 2 时 来 作 
为 积分 路 线 ， 其 中 开采， 平行 

图 6 于 Ox 轴 ,对 ,UM; 平 行 于 Oy 轴 ， 

NM MM 平行 于 品 z 轴 (图 6-2)。 于 古 式 (6~5) 便 成 为 
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， > 
W(X Y32) FE Dy (Xs se d+ | gg Ys)dy 
+ 2 (x ys .a6-6) 


利用 这 个 公式 ,就 可 方 俩 地 求 正 两 数 x(x,y,z); 然后 再 令 o = 
-axsyyz), 这 样 就 得 到 势 函 数 。 但 因为 积分 式 16-6) 可 疡 取 
不 同 的 起 点 ,所 以 势 钞 数 不 是 唯一 的 ; 且 不 难 证 明 它们 之 闻 只 
相差 一 - | “ 带 数 , 因 币 ~… - 般 地 有 ，; 
j= 一 Hl(x,yY,2)+ CC 人 tC 是 任意 常数 ) 
另外 ,根据 以 上 的 讨论 ,我 ， 
们 可 以 指出 ,定理 6。1 的 证 明 帘 Jo Mexy) 
全 适用 于 平面 矢量 场 .例如 , 变 
EM) = oatxs vt 

t+a(tx,y)s 
是 xOy 平面 上 单 连 域 卫 内 的 矢 
量 场 (图 6-3), 则 ww (V4) 是 有 势 国人 
场 的 充 要 条 件 为 


Gay(xsy) _ Hoax yy - 
i 人 (6-7) 


当 条 件 式 (6-7) 成 立时 ,天 量 场 (WY) 的 势 消 数 可 表示 为 
对 = H+ (是 任意 常数 】 


Me 后 MY 


起 中 


UC, YY = 六 Cx oIdx + 如 ox ydy 
‘6 8) 


uC) -人 ~ wadxt 7 aytxos ydy 
(6-9) 
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三 、 计 算 举 例 


1。 证 本 矢 量 场 
NM) = (yeosxyv){ + (xcosxy) fF + sinzk 
' 为 有 势 场 , 并 求 其 势 函 数 ， 
证 由 于 
i F Kk 
| 0 d 


rot 三 | 一 盖 …-- 一 -一 一 -一 
«(M4) Ox dy Oz 
| YOSXY WCGDSS sinz ， | 


9 
=| 3 sinz 一 Cxcosxy) ] 


中 中 
+ | -3 (YeosXy) 一 


sinz | 天 


+| 2 (xcoSxYy— 


(ycosxYy) | 天 
= 
于 是 由 定理 5.1 可 知 , 天 量 场 本 (if ) 是 有 势 场 。 


我 们 应 用 式 (6-6) 来 求 其 势 函 数 , 为 简便 起 见 , 取 村， 
{x0s Yn ;0) 为 坐标 原点 O00 ,0 ;0)。 百 则 , 求 出 的 势 函 数 也 内 


相差 一 个 常数 , 依 赎 ;有 
Wx yy) = Gx o,0dx+ | aCxs yO dy 


+ OC, Jy sd2 
各 
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也 
=0+| xcosxydy+ | Sinzdz 
自 昌 - 
。 3 三 。 
=sinxy| — Osz =S1HXY ~ COSZ+ 1 
电 用 二 


于 是 得 到 势 函 数 z = -+#= cosz 一 sinwxy 1。 而 场 的 势 函 数 的 
全 体 则 为 
UV= -+ce=00sz~ sinxytC, 
2。 证 明和 所 量 场 
oat(M)= (2x2 +t)E +t (6x— 2y2) 
+ (3x227 = y2)R 


为 有 势 场 ,并 求 其 势 函 数 。 
证 窜 易 算出 
i 7 天 | 
ie | 
2x27 + YBx— 2y2 BN :2 — y? 
喜 g(H) 是 有 势 场 。 


现 取 必 (1, 一 1,1), 应 用 式 (6-6), 有 
u(x ys) -| Go —1,1Ydx + 1 olx,y,1y 
“dy+ 下 dAxs ys2) dz = 二 (2x— 0 
dx+t | (6x— 2 y + (3x:22 
~ ydz= (x2 6x)| +(6xy 
一 y2) 二 《2 2 


一 2 一 3 二 DY 二 


所 以 势 函 数 为 


对 = 一 要 二 YY 二 
3。 设 天 量 场 
旺 =(《Y2 二 2x522 演 二 (927Yy 一 3》 人 +T(2x zz 一 二 2) 二 
问 妊 是否 为 有 势 场 ?车 是 , 求 训 共 旁 国 数 。 
解 


i Ff Ek | 
| Q _9. 
Ma or 0y dz | 


| 二 | 
经 过 这 每 .rct 可 -0: 故 妈 习 有 势 场 。 | 
一 般 说 米 ; 六 有 势 场 的 势 消 烧 0, 际 了 利 时 公式 恰 -0 ， 由 


涡 
= i= | | oss snd 
Haw 
sa 这 + 十 [ TA ys | + 
20 . 
计算 外 ,证 可以 用 不 定 积 分 法 。 为 了 说 明 这 种 方法 ,下 痢 就 代 


它 玉 求 本 例 的 势 图 数 2，。 
内 为 rotg =0, 误 存 秋 函数 #4, 满足 


中 OH Ou 
= = 上 -一 - 一 
到 一 RIadi |] i dy Dz Kk 
二 此 ) 
- 一 2 = 一 -一 一 一 I 一 
J 二 2XYU— Ts, 
S22 22 {6-10) 
对 第 一 个 方程 积分 ,得 
U= Xxy + ri + fy,2) 《和 -Ti 


其 中 fy,2) 为 伍 意 可 微 疼 数 。 为 了 确定 它 , 将 上 式 对 y 求 避 ， 
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EE = 2xY “oy 
与 式 (6-10) 的 第 二 个 方程 比较 ;有 
af _。 


Oy 
积分 之 ,得 
f(y,2)= — yz tg(2) 
其 中 9(z) 为 任意 可 微 男 数 。 将 上 式 的 jy 2) 代入 式 (6-11)， 
得 


H= x y+ xie yz2+ yz2) {6-12) 

将 上 式 对 > 求 导 ,得 

-9 二 34*2 一 y+~ -5 
与 式 ($-10) 的 各个 方程 比 较 ,得 

O99._. 

Ei 
再 积分 ,有 

g(2) = 22 十 


其 中 忆 为 任意 函数 ,将 g(2) = 322 寺 己 代 入 式 (6-12)， 即 得 


H= XY + X22 yee + ~ 


亿 而 得 势 函 数 


VO= ~ yy2— XY X22 2 
4。 人 
i= 


Ts 


的 势 削 数 。 
解 ” 因 为 rotB =0[ 见 $5.4， 例 (5.35)， 旭 册 定理 6, 15Ff 


知 , 英 函数 存在 
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dErS 
于 是 : 
O00 9 w% 0 __ 9 ， 
Ox darers ”日 y 二 如 2 
OP 9 - 
Ba 7 deri” (6-13) 


式 中 第 一 个 方程 的 积分 为 


=| 5 d= - | er dx 


9 xdx 


ne) rr Tyr tT 


-| d(x:+ yi +22) 
gre {x+ yi+2? ) 


_ 
dnew ys + y+22 3 + f(y ,2) 


一 本 -一 一 + f(ys2) (6B-14) 


其 中 f(w,z) 为 任意 可 微 孙 数 .将 0 对 Jy 求 导 , 并 注意 式 (8-13) 
攀 第 二 式 , 有 


gy ,0f__ 9 y 

EE dy der 
到 ] 5/ 

= 


由 此 ,f(y ,2) = g(z), 这 里 gtz) 为 在意 可 微 函 数 , 将 时 代入 式 
《6 -14) ,得 


中 _ 
二 rer 十 如 [zy (§-15) 
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再 将 "对 z 求 导 ,并 注意 式 (6-13)? 的 第 三 式 , 有 


dg - 
dz | 
于 是 gC2) = 世代 入 式 (6-15); 即 得 势 函 数 
go=— +O 
mer 
其 中 心 为 任意 常数 。 


5。 证 班 任何 你 千 场 都 遵从 机 权能 守恒 原理 。. 

证 设 @GM)=POxz yy, E+ y, 2)F thR 《xy> 
2) 半 是 一 保守 力 场 , 则 接 定理 f.1, 它 也 是 位 场 , 即 存 在 力 消 数 
utx，ys2), 和 使 得 


Ou dH Gu _ 
Br i Sy “a ~R 
根 根 生 顿 第 二 定律 = rq;, 故 有 
对 上 列 各 式 的 两 端 依 次 忆 x (Dy (DD),z (站) 壬 蕊 , 然 后 模 
加 ,四 对 1 积分 ,得 . 
| m| NE CE yy Ct) ter (ta (4) | 
-To dx on dy ,0 dz 
| Ox dt By dt 02 dt 2 
= uw (dt (6-16} 


其 Hut = n(xtt) ,ylD) 32(f))。 显 然 , 我 们 有 . 
j: mm EAGEAS 十 y(t) vy CF + er (ft) 2’ la 


i 


{OY ty + 人 CD 下 全 
= 二 zz | = | 一 Ls 


i111 2 :f= 2 ji 
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式 中 导 mu 为 保守 系统 的 动能 。 
| w(tydtu(ts) — u(t1) 
而 系统 的 势能 U2) = 一 #4(1), 王 是 ,由 式 (6-16), 得 到 
了 1 +U ,= T, 十 了 7 ， 
邯 一 个 具有 保守 访 的 系 纺 ,其 动能 与 势能 之 和 是 守恒 的 。 这 就 


是 机 械 能 守恒 原理 。 
6。 设 g(M) = oz + ay 了 + a.k 证 明 存 在 函数 a(M) 愉 消 


是 _， 2 2 
ja dl= 1, du= (BY) ~ ut dA) 
H 


或 写 为 

fe: dl =u(M)| je 

AH 
外 时 亦 称 zf 谣 ) 为 表达 让 gd = 4dx+adyt dz 的 原 崩 
数 ， 
足 

oatM) = grady 
和 而且 
qd = gradu: dl = -92 da 十 入 dy 十- -Sudz 
= du 

基 有 


8  ， 人 
| Padz= edt -| du 
又 由 式 (6-5), 消 数 # 可 由 公式 
了 
uM) = 人 ad +C 。(C 为 任意 常数 ) 
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结 志 。 因 些 
(pe dE = | qk = cid8+| eat 
-( 人 ae +C)- (| -dl+C) 
=u(tB) utd) | 
显然 ,这 个 结果 与 任意 常数 (无关 。 


$6.2 管 形 场 


一 、 管 形 场 与 矢 最 势 的 概念 

定 灾 ”证 右 兵 量 场 有 (好 )， 若 在 其 定义 域 号 每 一 点 处 痢 
有 diva =0, 则 称 此 尖 量 场 为 管 形 场 , 搁 阁 之 , 管 形 场 就 是 无 

例如 ,引力 声 下 (af) = -Pr 0), 电 声 强 容 迫 量 远 


< -9(r 寺 0) ,在 其 定义 城中 部 是 管 形 场 ，。 


dx 

我 们 之 所 以 浆 无 源 声 为 > 形声， 是 因为 它 其 右 如 下 的 竺 
殊 社 质 。 

若 矢 量 场 公 (于 ) 为 管 形声 ， 它 所 在 的 空间 区 域 为 单 连城 ， 
在 场 中 任 取 一 个 矢量 管 ( 即 鹿 笑 晤 线 记 组 成 的 管 形 曲 面 )， 风 
多量 场 人 (4 好) 通过 和 撩 量 管 各 个 
横断 面 的 通 量 是 一 常数 但 。 

如 图 6-4 所 示 , Si 和 SS; 为 
矢量 管 的 任意 两 个 横断 面 ， 其 
法 天 量 经 1 本 2: 剖 朝 向 天 晤 所 
指 的 一 侧 ，3s 是 31voz 两 慌 断 银 6- 站 
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畸 间 的 一 段 天 量 管 的 后 面 , 疝 ”为 由 > oz 和 2 所 组 成 的 一 个 
痢 闭 曲面 。 衫 据 定义 , 管 形 场 的 散 度 为 零 , 妈 dir =0, 这 一 条 
忻 相 当 于 舌 旺 oe() 通 过 任意 闭 曲面 S$ 的 流量 等 于 零 。 于 是 ， 
烛 高 斯 公式 有 

人 was -全 aivear =0 

3 人 


凋 |] | 
“ds qd *]| oz 


血 
起 中 a* 为 矢量 如 在 闭 轴 镍 S 了 的 外 向 法 天 拓 的 方向 上 上 的 投影。 
划 于 天 量 管 的 性 质 , 在 侧面 $3 上 每 一 点 处 的 舌 量 we(MH) ,都 指 
构 该 面 上 和 拓 线 的 切线 方向 ,因而 与 $* 上 的 法 捧 量 正 交 ， 所 以 
04, =0( 也 就 是 流体 不 人 通 过 管 壁 外流 ),。 因 此 ,上 式 成 为 
- [fas+||4rdS=0 
3 S$ 


和 


| 53=|4:4s 


3 


天 以 
liads= {aas 
8 59 


这 个 性 质 形 明 , 当 拓 量 场 为 无 源 场 时 , 穿 过 同一 矢量 管 的 
啤 有 横断 面 的 通 量 玫 相 等 ,在 场 肉 在- 一 点 处 , 关 线 县 不 能 产生 ， 
也 不 可 能 消失 。 比 如, 在 无 源 的 流速 场 中 , 流入 某 个 舌 量 管 的 
访 量 和 从 管内 流出 的 流量 是 相等 的 .因此 ,流体 在 矢量 管内 的 
访 动 , 死 如 在 真正 的 管 于 里 流动 一 样 , 管 形 场 就 是 因此 得 名 。 

综 上 所 述 , 在 符 形 声 @( 好 ) 中 ,由 于 divyG=0, 因 而 存在 拓 
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中) 定义 如 下 ， 
定 流 设 CM ) 是 某 区 域 吕 上 的 和 天 量 增 , 如 果 存 在 号 上 的 
所 人 性 站 部 BWM) ,满足 
robponi y=-v xb MM = a0) 
由 称 看 ( 训 ) 为 和 拓 颖 场 三 (MH) 的 舌 量 执 。 


二 、 笑 量 场 是 营 形 场 的 充 要 条 件 


定理 6.2 大 量 场 wtM) 为 管 形 场 的 充 权 条 健 , 是 管 为 另 
-的 旋 度 场 。 
证 充分 性 设 @ OM) =rotB0M), 则 由 
oh (9e 9b) + ( 3 dbs 


一 于 一 一 


Oy dz O02 dx 
db, A6, 
+ (3 3 )& 
于 是 
div rotd od = (9 2 0 (ope ob, 
tOy \Oz Ox 
0 db, 3b, 
+ 让 (名 “we) 
即 有 


diy 症 =0 
即 死 分 性 成 立 , 所 以 天 量 场 如 (好 ) 是 管 形 场 。 
必要 性 假定 diyrg(M) = 有 , 束 要 证 朋 存 在 天 量 场 
而 (17 =b .+b stb.k 
满足 
roté =a( MN) (6-17) 
各 的 分 量 形 式 是 


加 ”这 里 撩 假定 bx(M)、b:CM)、bz(M) 具 有 连续 的 二 阶 含 导数 。 
283 


9 00, of) (6-18) 
yy Oa 


| 
| 6. $2 -a M) (6-19》 
Ew -5 =a.(M) (6-20) 


显然 ,为 了 证 明 存 在 满足 条 件 式 (6-17) 的 关 量 场 6CM)， 
就 只 须 证 明 方 程 组 式 (6-18)，(6-19)，(6-20) 有 解 bs(M)、 
byCM).b(M), 

为 简单 起 更 ， 我 们 率 求 式 (6~18) 一 式 (6-20) 下 满足 
b.( 计 ) 王 0 这 一 条 件 下 的 解 。 

当 b( 形 ) 二 0 时 , 式 (6-18) 一式 (6-20) 租 应 变 为 


- Sos ~ a.(M) (6-21) 
和 
dp _ _ 
Be 0M ) 【6-22》 
oby_ ap。 _ 0 
Bx dy 一 ci) {6-23» 


对 式 56-21).(6-22) 进 行 积分 ， 得 
b,CM) = -| eCM dz+ f(sy) (6-24) 


bs CM ) =| ,Maz + g(x,y) (6-25) 


这 里 与 9 部 是 x*,y 的 任意 明 数 。 将 虑 (6-24)、(6-25) 代 入 式 
(6-23) ,并 利用 条 件 


dive (AT) = + 900 2 十， Do 
YT By Oz 
本 每 
5 Oa(M) 3- 3 =o(M) 


Po oz 
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二 


他 Yo 
TY ,2 — G(x zr) 十 3 -5 dx Ys2) 


由 沪 竺 


Of Xn) Xs) 


三 全 sy qs (6-26) 
OX dy da(X 93 9201 


了 :上 式 和 :到 
人 =D {6-28) 
然后 对 xz 积分 ,得 
了 人 = | G(x 0) 全 十 YY Ch-27) 
1 区 0 
Tot) 是 yy 的 作 意 玖 区 。 眶 取 g (x) =9, 就 得 出 
flix,Yy) -| dV 20)dx (6-29) 
革 也 
将 式 (6-28) (6-29) 代 入 (6-24)、(6-25) ,再 与 b.(M) =0 并 
列 , 这 样 就 得 到 
B.CM) = | ao(zsy ss) da 


上 


有 一 -| 加 sf 人 dz+ 站 GefXyyy2n0oXKG-30) 
z0 #0 


b.(M)=0 
根据 定义 , 满足 式 (6-17)、 并 以 式 (6-30) 为 党 标 分 量 的 天 量 
BOM) = 6b.CMDET 6bCOM) 了 +DAM)R, 就 是 舌 诬 授 @(M) 的 
拓 量 洲 。 

以 上 证 实 本 矢量 势 的 存 件 。 但 需要 指出 的 是 当 
diva! 夺 ) =0 时 ;, q(tif} 的 光量 势 并 不 是 只 一 的 。 事实 上 ， 
点 上 面 的 推导 这 程 可 以 看 出 ,如 果 我 们 不 取 p 人 和 ;= 1 
ors y= 0.000) =01 电 将 Bo) ga 取 为 别 的 合 于 条 什 
玖 屯 数 (这 完全 是 可 雇 的 ), 闭 么 ,计算 入 量 房 的 公式 (6-30) 束 
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在 着 无 穷 多 个 矢量 的 。 
事实 上 ,车 6(M) 是 qa(LM) 的 矢量 势 , 那 么 不 玲 验 证 , 矢 性 


函数 
CM = BM) + Vu 
也 是 gM) 的 矢量 热 。 其 中 uM) 是 域 避 上 任 一 具有 三 阶 连 续 
慷 导 数 的 省 数 而 由 ul 计 ) 的 任意 性 ,使 知 q@(MM) 的 矢量 势 有 
无 穷 多 个 。 若 特别 选取 4 = wo ,使 
Viuo(M) = ~ Yb) 
时 , 则 和 拓 性 函数 ea = COM) + Wo 不 仅 是 拓 量 声 肆 (时) 的 一 
天 量 势 ,和 而且 
VC 
= vo NM} + vu) 
=vVp MM -vb =0 
这 一 结果 可 表述 为 : 若 divalCM)-=0, 则 存在 所 柱 防 数 
ea) ,使 
aM)= VX vetM)=0 《6~31》 


三 、 和 连续 性 方程 


我 们 来 考察 流体 在 无 源 时 前 运动 。 候 定 流 体 充 满 着 由 光 
请 封闭 曲面 s 所 围 成 的 空间 区 域 吕 , 其 体积 为 玉 。 以 p 表 示 流 佐 
的 密度 , 表示 流 述 ， 它 们 都 是 位 置 和 时 间 的 丽 数 ， 即 
p=plaf DD) ,= 和 DCM,1)。 此 外 ,还 息 定 p 和 都 县 有 连续 偏 
导数 。 

在 单位 时 间 内 ,从 吕 内 流出 $ 的 流体 质量 如 果 是 


Qn = foveds 
守 
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兹 么 ,由 于 是 无 源 的 运动 , 虽 在 局 一 时 间 内 必 有 同样 多 的 流体 
说 入 人 2 内 。 洪 密度 p 发 生变 化 , 且 在 dt 时 间 内 ,p 的 减少 关 


-Spat, 则 体积 元 素 4V 所 含 质量 paV 的 减少 就 是 
-32 gidV ,那么 ,在 单位 时 间 内 , 幕 个 区 域 9 中 质量 的 减少 


应 为 , 
-er 


根据 质量 守 但 原理 ,以 上 两 式 必须 相等 , 故 有 


Powasrt ||Sear =0 (6- 32) 
5 0 


应 用 高 斯 公式 ,将 左边 的 曲面 各 分 摘 成 三 和 电 积 分 ,得 
ls +dir(opg) |ar =0 


这 个 等 式 对 于 任何 体积 族 来 说 都 成 立 , 故 得 恒等式 ”党 … 


S04 div (pw) =0 X33) 


这 就 是 流体 力学 中 可 压缩 流体 的 连续 性 方程 ， 当 流体 流 
动 时 ,其 密度 与 速度 总 要 适合 这 个 方程 。 此外, 它 在 电厂 学 中 
也 有 广泛 的 应 用 。 

我 们 还 可 将 连续 性 方程 写成 另 一 形式。 因为 流体 的 帘 度 
与 时 间 及 位 置 有 关 ，p = p(x,v,2;1)， 而 位 置 又 随时 间 而 改 
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ep -20 + dopod oa dy ,0p ds 


daft oxdt ay dt Yaz dr 
-Geodo fo9o+9p 
= 
96. 
= 3 + gradpo':y 


这 至 cp 是 密度 6 在 运动 中 的 变化 率 ， 而 Se 则 表示 在 某 一 定 


点 处 客 度 的 变化 率 。 移 项 ,得 
= -gradp'w (6~ 34) 
又 由 于 
div(op) =grado'w + pdivgp 


将 上 式 与 式 (6-34) 代 入 式 (6-33) ,得 连续 性 方程 


dp 
A a odivoy=0 (6- 35) 
恒 然 ,这 是 一 个 与 式 (6-33) 等 价 的 方程 。 
式 (6-35) 可 写成 J 
-lap 
divo = op dt 


这 表明 , 获 度 divp 等 于 流体 在 读 点 的 密度 的 相对 改变 率 。 
若 渡 体 不 可 压缩 , 即 p= 常数, 于 是 .A = 0 在 这 种 情况 


下 ;连续 性 方程 变 成 
divb=0 (6-36) 
， ”由 此 可 知 ,不 可 于 编 流 休 运动 的 流速 场 g( 术 ) 是 一 无 源 
， 场 。 
四 ;. 热传导 方程 


当 导 热 体 内 的 温 应 不 均 名 时 ， 热 贷 便 从 温度 较 高 处 向 温 
度 较 低 处 传导 。 实 验 表 明 , 热 流传 递 的 方向 与 温 并 梯度 的 方 庙 
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相反 ,在 时 间 内 通过 曲面 元 素 4 人 传递 的 热 虹 
d= — krradnd sdt (6- 37» 
其 中 ,4 六 温度 声 记 为 物 夺 的 导热 系数 ,n 为 95 和 芍 让 庄 天 盟 。 
De 导热 林内 在 一 - 闭 胆 而 35, 它 所 围 区 域 为 人 2， a ， 


则 通过 3S 的 全 部 热量 为 : 
Q= -difhegrad, wd5. (6-38) 
| . 


另 一 方面 ,热量 也 可 以 这 样 来 计算 , 在 2 时 间 内 ,车 体 积 
元 米 d 玉 中 温度 上 升 du ， 那 么 热量 诺 与 上 升 的 温度 以 及 章 元 
质量 成 比例 , 即 ，. 

Cdurpiy =Co St dtdy 
式 中 p 为 物质 的 密度 ,C 为 热 容 母 , 则 整个 容积 给 出 的 热量 为 
Q- cea Ou yy (6-39) 


在 开 为 常数 的 条 件 下 ， 儿 较 式 (6- 38)、 (6-39), 并 应 用 高 斯 公 
式 ， 可 得 
中 Co ® = frerac, ndS = Naiveeradwar 


EI 
几 | Cp 2 — div Chgrads) |dy = 人 0 (6r40) 
册 于 瑚 可 在 导热 估 肉 任意 歌 定 , 收 让 


Cod ~ div(khgradu) =0 (41) 


这 辟 是 热 仿 导 方 程 。 其 中 湿度 z 汶 《xyyzy 8 的 本 数 ， 者 导热 
体 是 均匀 的 , 则 ca, 为 常数 ,于 是 得 


-9 一 2 _ jay. 
04 一 o29at = (eyE) (6-42) 


a8 


这 是 导热 系数 为 常数 的 热传导 方程 , 它 足 - -种 输 运 方程 。 


五 、 计算 举例 
例 6.1 设 舌 晤 场 


F=(axs tx:)d+t (bytxvi) 大 二 《2 一 2 +oxs 
— 2xy2)E 
试 确定 0,6,c ;使 得 下 为 一 无 源 场 。 
解 ” 散 度 为 零 的 场 是 无 源 场 。 
di 到 = t+ 7 
=(02+ 2x)+ (b+ 2xyv)+(1- 22+cx 
— ZX)) 
=《G~ 2)z+ (2 +c)x+tb+ 1 
契合 diyYF =0, 就 必须 
2 一 2=0 2+c=0, P+ 1=0 
所 以 
站 一 也 
b=- 1 
c=—2 
例 6.2 ”证明 矢量 场 
GM)= vitzy t+xk 


存在 矢量 势 ,并 求 失 景 势 。 
解 ”由 于 
. Qa, ,Qa, , Oa. _ 
. diva( Md) = + oY ?ar -0 
故 矢 量 场 @(M ?为 一 管 形 场 , 则 由 定理 6.2,@( 对 ?的 矢量 势 存 
在 。 
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俊 医 屋 旁 为 
BOM)Y 0AM LOAMI I + ME 


又 和 披 定 x = 0,26 = 人 0 由 式 (6-30) 得 
pCM) = asx ya) dz = adz= 二: 
v 0 2 


bp.{M) = -| ar(x,y ,2) dF + | os yz0) da 
0 


= -J:yas + | xdx= -ya+ Lx? 
0 0 2 


BM)=0 
于 是 所 米 的 天 量 努 为 
BOM)=O (MIE tO NM) +b CM)E 


= 1 ,f+ ( 2 一- 】 了 


2 2 
现行 进一步 求 式 (6-31) 型 的 关 量 势 . 先 解 方程 
全 D0 人 如: h 全 和 
Vu M) = $3 + Si = Vb Mz 
显然 ， 
#0( MD = 也 


就 是 方 强 的 一 个 解 . 于 是 

CAM) = BM) + Vu (WM) 
= 2 (2) + 
即 为 所 求 的 式 (6- 31) 型 的 :天 景 势 ,满足 

(Xe) =a( NM) 

VetN)}=0 
例 6.3 证 肖 6COMV)=0.ftb7+b 下 为 元 源 场 a(M)》 

= q+ 了 了 +a. 的 矢量 势 ,其 中 
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a Ve) 一 | ONY ody 
竺 科 


(6s) = | 
对 守明 nm 
“5,CM) = -| Q(X 2) dF 
| et 
b.CNM) = ( 忆 汶 作 意 常数 》 
并 用 吐 公 式 束 天 设 开 CV)=yE+2ZIF 了 +2? 下 的 笑 量 势 


BC 
证 Os Ob OE g(x,y a) l=0.(X, ys2) 


gox Ho: 0 XV 2) 0=a (XY 32) 


名 如 区 
ob, db, da; “day, . 
Bx ~ gy -| dz -| 党 dz Dat Xs ys 


20)| 


=-| ($+ 9 )date, (RVs20) 
Ox 


as Gay | da, _ 
国 为 对 无 源 场 三 人. 人)， 和 x ray Ey 0, 故 有 


9b, _ db: -| po. tax Vn) = XY 2) 


Ox 加 和 2 和 2 
于 是 得 
rotBOM) = 3 3 2 + (S00) 
ej 


=asi+a,s ta =atM) 


所 以 可 (村 ) 为 丘 量 场 三 (的 舌 量 势 。 
现在 来 计算 矢量 场 BCM)=y2 呈 十 = 了 +xX2 于 的 矢量 势 


面 (af )。 接 所 给 公式 ,有 
202 


,= za2adz 一 | xsd 
5 


= 3 《2 2207) — Xt ro) 


b,= -| yidz= —y (2—20) 
zz 庙 


B=C (C 为 任意 常数 ) 
儿 此 得 到 矢量 的 
BOM) = bd +b, y+b,k 
= es 0) ly -35) 1- 
yitz— zo +R 


§ 6.3 调 相 场 


一 、 调和 场 与 主 和 茵 数 的 概念 

在 上 面 两 节 ,我 们 研究 了 无 旋 忆 与 无 源 场 的 性 质 : 现在 我 
们 来 讨论 一 种 特殊 的 场 , 其 无 旋 , 无 源 场 的 性 质 。 

1， 调 和 场 

定义 ” 设 E( 村 ) 是 在 区 域 人 上 分 帘 的 恬 景 场 ,如 果 相 避 中 
恒 有 divya(tM) = 0 与 rotg CM = 0, 则 科比 失 量 远 和 (MM) 为 调 
和 和 场 。 简 守之 ,调和 场 就 是 一 个 既 无 源 又 无 旋 的 矢量 场 。 

例如 ,在 原点 的 点 电荷 9 所 产生 的 静电 场 中 , 除去 点 电荷 
所 了 的 原点 外 ,电场 强 次 矢量 噩 就 形成 一 个 调和 场 ,因为 由 第 
五 剖 例 5.26 知 硼 

div 吾 =div( -五 )= 二 div 五 =0 (6 为 介 电 常数 》 


际 时 上 攻 第 五 章 例 5。35, 知 有 
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i =rot( ， D) = fID=0 


这 个 式 子 还 表明 , 场 中 存在 势 池 数 # ,满足 


FE= -rrade 

耻 实 上 ,由 本 草 8$6,1 的 三 段 第 4 题 可 知 ,电场 的 电位 函数 
0 (r= A + yl +?) 

即 为 满足 上 式 的 势 测 数 。 


2。 调和 和 函数。 如果 壬 基本 (CM) 是 一 个 调和 场 , 则 按 
定义 有 有 rotg(M) =0, 从 而 (24) 为 有 势 场 , 存在 汲 数 4 满足 
站 ( 民 )= grady; 又 按 定义 有 divg (WM) = 0, 因 而 有 

div graduD =# 


即 
dg On | Gig _ 
Va gr to t+ B22 三 从 ‘一 43) 
这 是 一 个 二 和 阶 线 性 偏 竹 分 方程 ,加 做 科普 拉 斯 方程 (又 称 调 机 
方程 )。 因 此 
定义 ” 凡 满 足 拉 普 扩 斯 方程 的 函数 , 叫 敌 调和 函数 。 
利用 拉 普 拉 斯 算 子 
站 2 衬 2 
A= 3 + + Tr (6-44) 
它 与 哈密 顿 算 子 Y 的 关系 是 
心 二 VV 二 风 《6- 45) 
于 是 , 式 (6-43) ,可 守成 z 
六 中 一 站 【6- 46} 
其 中 的 A 入 us 了 世间 做 调和 量 。 


一 一 rr- 


化” 候 定 WA 7) 具有 二 和 阶 连 扎 含 导 教 。 
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不 难看 时 , 拉 普 拉 斯 算 子 态 是 一 个 数 性 微分 算 子 , 它 吕 以 
作用 于 数 性 函数 , 也 可 以 作用 于 矢 人 性 区 数 。 前 者 如 式 (6-46》 
所 示 ,后 者 可 出 第 五 章 式 (5-64) 得 出 : 

= Va= VVa) -Vx(Yxa) 

我 们 知道 ,飞机 在 飞行 时 若 速 度 不 太 大 ,气流 一 般 不 会 发 
外 游记 ,也 就 是 无 旋 的 。 此 外 年 气 的 密度 可 以 认为 是 带 数 , 这 
志明 气流 是 不 可 压缩 的 ,内 而 流 违 矢量 区 应 满足 连续 福 方 程 


divo =0 

同时 ,由 于 运动 是 无 旋 的 , 则 Eg 又 是 有 势 场 ,于 是 有 
上 = Erady 

这 样 , 流 述 笑 景 的 势 函数 pt= - 切 满 足 拉 普 拉 斯 方 祝 
div gradgp=0 


由 此 可 知 , 不 可 府 纵 无 旋 运 动 的 势 函 数 wp 是 调和 还 数 ， 
二 、 帮 是 场 是 调和 场 的 充 要 条 件 
定理 6,3 ”矢量 场 @@( 对 ) 在 单 过 域内 是 调和 开场 的 齐 要 条 


件 是 ,三 在 调和 应 数 4t 诸 ) ,满足 
GE) = gradu (6-47》 
证 “必要 性 。 设 @Cat) 是 -调和 场 ,即便 有 
ro (6-48》 
diva( M)=0 (6-49) 


则 由 害 理 6,1 态 式 (6-48) 可 知 , (CM) 为 有 势 场 , 即 存在 势 渗 
类 [oCh7) , 满 是 
qa) = — grado 
令 uC) = 一 00M) ,上 记 色 成 为 
aNd) = grada 
将 这 一 绍 末 代入 式 (6-49) ,好 得 


ii 
这 表明 ,utA 太 克 刘 国 北 ;并 (6-47)1% 谍 。 
充分 性 。 如 果 存 在 彰 和 了 果 数 gf: 业 ): 清 旦 
a = grady 
风 | 守 这 一 -条件 凡 及 襄 和 歼 浆 2 和 和) 的 定 攻 ,站 
ref Yf)= roigradxn=0 
diveaiNt) = diveradu= Vu= 人 0 
人 济 证 明 汪 C7) 吓 - 一 证 和 场 , 即 完 分 栓 成 立 。 


三 、 学 面 调和 场 

平 策 调和 场 是 指 既 无 沽 ,又 无 谋 的 平面 矢 盖 忒 。 从 调和 场 
区 概念 来 看 ， 它 与 空 涪 调 和 场 完 全 类 似 ， 介 和 空 辐 调和 场 相 
比 , 它 世上 有 具 有 一 - 些 特 狐 的 性 质 。 作为 例子 ,下面 我 们 米 讨 论 平 
团 注 和 场 。 

1.。 平面 场 的 散 庶 和 旋 谋 . 

所 请 平面 场 ,是 指 这 样 的 场 ,在 场 中 所 有 的 舌 量 都 平行 于 
一 个 轩 定 的 平面 了 ,并 且 在 简直 于 平面 下 的 任 一 直线 上 , 每 - . 
点 的 和 天明 都 相等 ,对 于 这 样 的 场 ,只 要 知道 场 在 其 中 -个 年 面 
上 的 情况 ,也 就 知道 了 场 在 整个 空间 里 的 情况 ， 因 此, 这 样 的 


讲 到 平面 场 的 一 个 点 时 ,应 理解 为 是 通过 这 一 点 与 平面 卫生 
直 的 直线 ;而 讲 到 于 面 上 的 一 个 区 域 , 则 是 指 以 这 区 域 为 正 交 
截面 的 一 个 柱 体 。 
通 澡 就 把 平面 作为 xOy 平 面 , 在 其 上 ,平面 场 @(M) 则 
到 P,Q,0 的 形式 ,而 且 已 ,@ 与 3 无 关 , 即 有 
a = Pes rl iQtx, yy {6-50) 
如 
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divat HM) =07 + 90 (6-51} 
Ox Yy 


rolg (1M) =- Lo an) (6-52) 


2。 平 面 调和 和 场 的 件 质 
变 @ OM) = Pix y+ Q(X,Y)F 为 XOYy 平 而 上 单 连 起 上 
二 的 调和 场 。 


1) 困 于 foieggary)= 3 一 GE ) 无 = 0, 即 加 


dx Ov 
oQ _ dp _ 
dx -a= =0 {6-53) 
则 存在 势 函 数 z2(24) 满 足 a(af) = -gradv, 于 是 得 
_ Qu _ do ， _ 
P= Ox Ds t= Ov 《站 547 


其 中 的 势 函 数 0, 可 和 参照 式 (6-8) ,用 如 下 的 积分 求 出 ， 

YX, Y) = -|"P Cs 90)dx-) Qs 9) dy ‘(6-55 
232) 由 于 divYa(CM) =0, 网 控 式 (5-51) 有 

一 站 (6-56Y 

将 此 式 与 式 (6-53)? 比 较 , 不 崔 看 出 ,存在 以 一 Q@ 和 PP 为 从 标 分 

量 的 天 量 丰 5 ， 团 - ,人 

BO = — QE+PT 
它 的 旋 度 


rotB (iN) = (SF - -FE= 0 


因此 者 (CM) 也 是 平面 育 势 场 ， 存 在 着 函数 江 足 BMY 
= ETdLE 四] 有 
Qu Ou 


297 


页 煞 w(47) 称 为 平面 调和 场 四 ( 邓 ) 的 力 随 数 四 ,可 由 下 式 求 出 
[参照 式 (6-67]; 


wx yy) =| ~ Oxyoddx + Plxsydy (6-53) 


3) 比较 式 (6-54)1j (8-57) ,得 出 


Ou _ OU Gx _ QU oe 
Bx dy dy- dx C659) 


这 是 力 函 数 4 与 势 画 数 ? 之 间 的 重要 关系 式 ,假定 4,v 均 具有 二 


和 阶 连续 篇 导数 , 则 由 上 式 可 得 
二 + 人 = 0， SS + 0 (6-60) 


这 两 个 都 是 二 维 拉 普 拉 斯 方程 。 由 此 可 砚 , 函数 4 和 2 均 为 满 
是 二 维 拉 普 拉 斯 方程 的 调和 和 函数， 而 且 它 们 还 由 方程 (6-59) 
相 联 系 。 
定 避 ”满足 条 件 {(6-59) 包 的 调和 遂 数 &xXyy) 到 7 雪 ， 
称 为 共 斩 调 和 函数 。 
条 件 式 (6-59) 称 为 共 殊 调 积 条件, 利用 这 个 条 件 , 就 能 从 
黄 和 永 数 之 一 , 求 出 与 之 共生 的 男 一 调和 现 数 。 
4) 对 于 力 函 数 &%xyy 案 说 ,其 等 值 线 
u(xsy) 二 (86-61) 
相应 地 称 为 场 的 力 线 , 而 沿 4(x,Yy》=C ,有 
dutxsy) = ~ Quadx tt Pady=0 


二 ”在 流 栖 力 学 中 ;与 势 阔 数 vtx, 和) 其 纯 的 惯 和 西数 #4LX YY}， 世 称 为 流 函 
茹 ,而 其 等 信号 ut%x,y)=c,; 相 应 地 称 为 场 的 流 钱 。 

全 在 复 蛮 画 孝 论 志 ,了 画 革 所 +TT1 = 十 ?p(X YY 为 基诺 域内 和 解 折 
证 数 的 充 村 条 件 是 :了 在 该 区 城内 可 角 , 旦 处 处 油 吓 柯 西 - 冤 曙 (auchy- 改 认 和 a- 
an 条件 人 = ， 9 一- .由 此 可 知 ,各 析 阁 数 了 的 实 部 (xy) 和 应 
部 风 tx， 委 是 此 四 亲 者 通 灼 . 因 此 , 荣 什 结 :597 禹 相当 于 工 述 的 柯 瑟 -各 到 条 性， 
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改写 成 
dx dy (6-62》 


尘 此 再 知 , 沿 z= 常数 ,在 场 中 任 一 点 处 , 力 线 的 切线 方 丫 与 扰 
量 谍 辣 = 天 二 已 了 的 方 疝 一 致 ， 
势 函 数 olx,y) 的 等 伪 线 ,1 

{x y) = . (B-b3 

称 为 等 势 线 。 沿 等 势 线 p(xzyy) = 人 ,有 
aptxyy)= — Pdx— Qady=0 

出 此 得 
dx dy (6- 64n 
即 沿 4= 常数， 其 切线 方向 与 舌 量 场 a( 计 ) 的 方向 强直 , 这 说 
明 竺 执 线 与 力 线 彼此 正 交 。 


根据 梯度 和 散 度 的 运算 人 性质, 从 高 斯 公式 
fa'as - 用 divaay 
寻 


出 发 ,可 以 导出 格林 (Green) 第 一 ,第 二 公式 。 

为 此 ， 设 as= w(x ,YZ2).v=u(xX,»y7) 是 数量 场 ,人 是 由 漳 
曲面 > 所 围 成 的 三 维 区 域 ,a,z 在 号 及 $ 上 上 有 一 防 连 续 偏 导数， 
而 桩 旭 内 有 二 阶 连续 偏 导 数 ,12 为 8 让 法 线 单位 无 量 。 

所 是 ,由 梯度 的 性 质 1 ,有 


9r 一 graAdn*ap 
dn 


则 


dv 9 
Hu =ugradvu" 
3 8 dou- 


人 


™ 


从 而 


本 -Er 
dS = urradr: RdS = ue RY 


广 上 岂 散 度 运 算 共 林 公 式 (5-43) ,得 
divg = div (ngradd) = wdiverado 十 gradorgrady 
= 
将 以 上 结 玉 代入 高 斯 公式 , 衙 出 
ges= Jw: D+ VU VuUdr 6-65 


时 式 称 为 楷 村 第 一 公式 。 
在 上 式 中 , 交 挤 w 与 bv 的 位 置 ,又 有 
SedS = eeveesr ve voyary (6-658) 
《~ 65) 一 《0-65a) 得 * - 


Pt nd ~ 0 )as = 用 (nyu -oy dr (的 66) 


挝 式 称 为 格林 第 二 公式 。 
特别 笔 ,区 已 = 1 时 ,有 


sds- jv: ud z G807) 


格林 第 一 ,第 一 会 、 式 是 高 其 公式 的 两 种 转化 形式 表 流 了 
数量 场 #、z 之 间 的 微分 与 积分 关系 ,为 实 实际 应 用 提供 了 于 方便 。 


五 、 计算 举例 
1。 导 W=Htx,V 2) 是 满足 Vw=0 的 数量 二 ,p91 为 疗 旧 
面 $ 外 法 线 单位 闪 量 ,如 果 存 SL 上， Se. = 0。 试 证 由 人 S 所 国 的 区 


3 人 0 


域 吕 内 ,=C(C 汶 前 煞 )。 
证 ”在 式 (6-65) 中 取 u=9 , 喇 


0 如 全 -| (uv out Vu vd. 
如 


tt 


on 


[fevpyrar =0 Cv yo =0) 


' 
a 


从 而 ; 宗 如 内 必 有 


Yu=0 
a 
OW ON _ A4 
jx OY 9Dz 
所 以 得 
u=€ 


2。 验证 矢量 场 
OD 22)F7+t(2y— 62)k 


为 调和 场 , 并 求 出 调和 函 煞 。 


解 有 
diva (M) = 2xty) ,OC(4y+x+ 22) 
Ox dy 
Go{2»y— 62) 
i Oz 
一 几 七 再 一 上 三 萎 
| 了 Ek | 
roilg (lt) | Dx dy | D2 
2X+Y 4 二 + 部 十 2z 2y 一 三 = 
三 侨 


因 [ 作 Ci) 是 调和 和 上场 。 
301 


设 所 六 的 湛 和 和 题 数 是 4 则 有 
oa{M)= grads 


于 是 
Ou os, 
Br YT, oy 4Y+tX+ 22, 
BE 
Os 一 2 YC— 他 全 
蚀 且 


Ou On ,OH _ ,. a 
dx: dy + » 二 2 -4 全 三 站 
基 满 足 拉 计 拉 攻 [方程 ,大 所 求 的 w 旺 湖 和 垢 数 ,由 于 


Ou 可 此 ,On 
du = By 了 十 Ba dy + ds 


=C2x+F ydx+(dv+xt+ 22)0v+(2y— 62)d2 
=dx2+ ydx+ 2dy? 十 竹本 十 sdy+ 2 yd 3 dz2? 
=0(x + 2 35)+dtry) + 2d(y2) 
=ad x + Dy -32 +txy+ 2 ye) 
由 此 得 
和 二 
3。 设 调 刷 | 函数 x= 妇 - 3x2y， 求 革 共 罗 调 和 函数 u。 
解 ”由 芷 二 调和 条 件 [ 式 (6-59)4， 行 
列 | 
=[(- 3 vt+ x dx=— Sxy +xi+omlyv) (6-68) 
式 中 9 (3) 为 待定 的 函数 ,为 了 确定 p(y)，, 可 将 式 (6- 68) 对 y 
求 导 ,得 
3 = =— 6xy+y  (y) {6~69) 
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又 由 于 
5 Wi 


与 式 (6-69) 比 较 ， 可 知 入 (站 =0， 因而 p90 =f， 代入 式 
《6-68) , 即 得 出 共 辆 调和 函数 
= 3xy tx +C (局 为 任意 常数 ) 
3 。 蕊 思平 面 调和 场 的 济 疯 数 
健一 和 2 ty 
求 场 的 势 卫 数 g 及 场 僚 员 区 ( 李 ) 
解 ” 由 式 (6-58)， 


noe y) = 人 _O (xvo) dx+ | Psdy 


有 
A 
P= yy ™ 一 
则 得 场 笑 量 z 
Mx 2)ETC- 2x- WT 
由 此 以 及 式 (6-55) ,得 | 


1 EE ¥ | - 

o=-| C29)dx-) (~ 2% dy 

x $4 :7 
_1 2 2 1 1 2 
= (» 一 区 十 2%Y— 2 x030 二 本 (70 ~ 了 0 

所 以 势 函数 

2 x2)+ 2xy+C 


ee 
人 


4。 证 明 关 量 坊 
aM) = 2141- 27x1 
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为 平面 调和 声 ， 并 求 场 的 势 国 数 与 流 函 数 。 


. Da ga， gf 一 总 3 QO{— 2x) 
解 diva (MM) = 3 +t ay = Ee ty 三 


rota( MM) = 和 全 La” , 


所 证 gCM) 为 平面 调和 场 。 
好 (af) 的 势 函 数 ,由 式 46-55)》 有 


J = - PCxiyodx-| Qs Wdy 
= 上 2 yodx+ | 2 xdy 
x0 ET 


= 2 yx— Xo) + 2 x(y— yo) = XY- 2 X00 
赦 得 
vu= 2xXy+C 
(WM) 的 流 函 数 , 由 式 (6-58) ,有 


a= — Q(x,y0) dx 


等 翰 
wy 游 线 上 Plxsy) dy 
\、 旋 a 
ON fg _ 
Se SC 六 xdx 
4 和 N 二 十 二 二 一- 一 2 vdy 
A ,2 
LA \ = (x ~ y°) 
SD SS 一 《xo2 ~ Yo) 
所 以 
ux y+ 
图 6-5 分 别 令 xs 和 lo 等 于 常数 ， 
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如 得到 | 
深 代 言 各 x 一 y= | 
等 拓 钱 方程 X= (C1,C: 为 任意 常数 ) 
如 图 6-5 所 未 ， 湖 商 均 为 等 边 冯 曲线 族 ， 上 但 对 称 轴 相 其 
zy dd， 站 研 流 线 妥 对 种 轴 是 Y 办 和 YY 畏 ， 站 党 势 线 的 坐标 轴 作 
流光 这 然 , 太 对 村 种 则 引 再 钱 XxX = Y 与 X= 一 ec- 


§ 6.4 场 的 分 闫 汪 场 的 确定 性 


一 、 场 的 分 类 
让 前 一 章 我 们 引入 了 有 关 场 的 概念 。 并 且 按 照 数 学 表现 
形 或 的 不 同 , 将 声 分 为 数量 场 和 矢量 协 两 类 。 对 于 数量 场 ， 我 
们 用 数 性 浮 数 4(xwy,z) 米 拱 述 场 中 每 一 -点 的 物理 现象; 对 
拓 央 场 , 册 由 基 性 丘 数 下 (xyvyz)? 米 表征。 在 凡 上 诸 节 ,我 们 又 
讨论 了 :种 各 楼 的 天 十 场 , 风 有 旁 场 ， 管 形 场 以 及 调 有利] 疡 ， 和 已 
们 者 具有 本 靖 的 牧 盾 总 义 ,在 志学 \ 流 体力 学 等 领域 中 有 着 广 
生 的 应 由。 
我 们 知道 , 散 度 是 天 量 的 数 性 导数 , 旋 度 是 天 量 的 天 性 学 
数 ， 它 们 才能 撒 述 儿 量 场 的 转 征 。 因 此 ， 河 于 人 在 一 夭 量 场 
a (af) ,还 可 以 控 昭 散 度 各 旋 度 的 特性 ， 对 场 作 如 下 的 分 灶 ， 
1, dive COM) =0, rotea(if} =0 
显然 ,这 环 起 我 们 让 于 一 节 讨 论 过 的 六 和 汤 。 声 天 能 洗 定 
有 旁 ,而 由 于 
rottM)=0 
襄 O 存 在 护 喉 数 v,! 测 
q(t) = ~ gradv 
pr 
805 


divotM) = 一 dir grada = ~ VY:v=0 
因此 ,调和 场 可 以 由 数 性 函数 "来 描述 ,而 sv 满足 拉 普 拉 斯 方程 
《图 6-6) 。 


2. divathf) 0,rota th) = 
这 是 有 源 无 让 场 。 由 rot @ (M) 
=109 可 著 仓 从 Da: 合 


qt) 一 grad 


ret 
PP 


divathD= 0 ， 
7 = 中 
et -0 Sdiva dtl) 使 , 虽 广 
diva (hf) = 一 di gradu=g 


图 6 -6 Oli 一 
Viv= 一 9 中 
| D4 故 这 样 的 场 刀 可 出 数 和 性 函数 o 来 描述 ,上 且 
 _“。  。 函数 ?满足 泊 松 方程 (区 6-7)。 - 
AAA SN 3, diva (OM) =0, rota (CM) 0 
| 这 是 无 源 朋 旋 场 。 根 据 杰 章 定 理 
divteUM) 产 D 6.2 所 及 
rotathf) = 0 过 iv 三 (7 = 
图 可 知 . 必 存在 男 一 矢 性 两 数 BCM)，, 满足 
rotpem) = 下 (7 7，div 和 (=0 
全 Tot 和 1(M) = et ) ,四 
rotatM yy =rot rolB eM) = et) 
向 由 第 并 姜 式 (5- 64) 
rot rotbt df} = grad divBOMY -TE 
从 而 得 


吕 这 部 形式 交 上 方程 称 为 消 检 (Toisson) 广 委 ， 蚌 一 个 二 栈 偏 浇 分 注 程 . 当 
加 三 时， 有 YE =09, 即 成 为 拉 普 拉 斯 方程 ， 
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一 Vib oO) 一 性 人 
套 这 种 情况 下 ， 场 色 (M) 可 用 另 一 天 性 函数 刀 (4) 来 描述 ， 且 
(CM) 也 满足 泊 松 方程 (图 6-8)。 
4, divm( NM) R00 rota(tM) 0 


divmtl) =o -1 
[帮工 和 全 5 ro 
图” 图 6- 8 
朗 9 积分 关系 
高 斯 公式 ， Bads= f/fdivady 
斯 托 克 斯 公式 2d rota dl 
才 6 -2 微分 关系 


div gradu= vu 


re {vy 一 RD 


户 
_ lgradu : 
| | Hf 
VV 0 i 
diva 一 > grad diva 
一 一 TFTEE 0 
站 一” 二 


oom erendiva va| 
VX Vxa= VYra) -vy 
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才 日 -3 场 的 分 帝 


数量 场 由 诬 过 有 芝 呈 ， 
， 立 - 一 -一 ! 
; gradu 1 ， 
tu i 局 下 7) i gradi 2 
i 2 | -~ ..。 一 4 , 
站 | i 扩 i i J 形 场 | 
六 ， | 一 1 , I 
散 ,你 扬 [ "| | idiva -站 div 和 有 二 澡 | 
‘sae | 
-人数 旦 雪 ?| | | CT 
| | 育 深 场 在 波光 放声 
Ys | 1 i 昌 1 至 胞 -0 间 
矢量 到 i ' jdivexe 0 LL. ! trota=0 
一 一 | ! 1 1 ! 1 “一 [en | 
- ' -> Pe pe ! 
天 承 的 ! 
4 
一 3 
] 旋 谭 - 芭 rotd=0! 
一 | rota | bt : 
{估量 场 } i (一 一 一 -~ 
| | ji 
一 > 六 re . 
[rota 气 中 i 


这 是 最 一 般 的 笑 量 场 (图 6-9) 

下 面 分 别 给 出 场 的 积分 、 微分 关系 人 分 类 表 。( 记 号 “>” 
表示 由 其 个 场 产生 其 他 的 场 j“< -> ”表示 等 价 ) 

二 、 场 的 确定 性 问题 

由 以 上 的 讨论 可 知 ; 在 一 般 的 条 件 下 , 数量 戊 存在 梯度 ， 
矢量 场 存在 获 度 和 旋 度 。 那 么 , 梯度、 散 度 和 旋 度 是 否 能 唯一 
确定 产生 它们 的 场 妮 ?下面 我 们 就 来 奸 究 这 个 何 题 。 

1。 对 于 数 一 场 ,有 以 下 的 定理 ， 

定理 6.4 ”任何 数量 场 均 可 由 其 宰 度 场 以 及 数量 场 在 茶 
一 定点 的 什 米 唯一 确定 。 

8 


全 111 


证 设 WI (CM) ati) 是 两 小 演 晤 场 , 从 区 妖 吕 于 竹中 条 


I» 区 FaGaT = gfradnus 
2) 存 某 一 定点 币 0(xo ,Yo0s26); 有 
HX O20 = Ha (Xo rosso) 
于 是 出 1 得 到 
gradau, ~ gradys = Vu mt:) = 人 0 
却 


Ou 一 入 2 Ou — Hs) ,0 
好 天 


d,- dz 


由 此 以 及 微分 中 香 定 省 , 可 以 证 明 , 在 城 吕 土 全 有 
yy -uy MM) = (CC 为 常数 )》 


0 De 一 212) - 
二 收 ， dy = 


机 此 可 得 
C=u (Xo V0) — He (Xo Vs 20) = 
出 . 
. HM) uN) = 0 
所 以 
ui) = u(y) 
定理 得 证 。 


2。 对 于 闫 是 场 , 则 有 1 
定理 6.5” 任 一 矢量 场 @ 由 散 度 场 diva、 施 度 声 rot 以 莫 
边 什 条 御所 唯一 确定 。 
”证 设 两 矢量 场 @i vgs, 生 有 os 
divea, = dive,, rotg =rotgs. 2 ;i. .| 
而 在 图 成 区 域 0 的 六 曲面 5 的 法 秋 鹿 2 方向 上 的 役 影 相等 ， 即 
有 (= (人 >) (这 值 条 件 ) 


令 
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tu- 
则 

diva = divea, ~ divi, =0 

IDOtg =rota 一 TO 一 个 

《En 一 《 重 ) 一 (如 2:) -一 0 
因而 (为 有 有 势 场 , 设 势 消 数 是 v ,到 有 

权 二 一 Ef ad 


于 是 Viv=0, 容易 看 出 ,pz 在 如 方 癌 上 的 方 济 导 娄 


32- = (grado)。; 故 92 = (az)， =0。 由 格林 第 一 公式 [ 即 式 (6- 


65)] ,有 
[i (gradv) :dr =0 
[| 


所 以 


= ~ gradov=0 


由 此 可 哆 ,在 一 定 的 条 件 下 , 巾 散 度 场 和 旋 度 场 就 能 唯一 


地 确定 一 个 和 天 且 场 。 


习 是 


1。 证 明天 量 断 ww (CM)-(2xcosy-y:sinx)$+ (2yeOsx 
~ 其 siny) 为 有 势 场 ,并 求 其 涩 函数 。 

2。 验 明 矢 量 声 @， = (2x+22)EtzfF+(y+ 2 x2)R 
有 一 势 殉 数 , 丰 三 ,= (2 y+x?2)E txfF+(st 2 2x) 下 没有 势 
函数 。 求 一 数 性 函数 #(M ) ,使 得 .= gradu。 

拓 下 刚 关 量 场 是 否 为 有 势 场 , 若海 有 势 场 , 求 出 其 势 道 
数 : 


1) = {vax XY} + 


1 


A 1 


lim | 


(2) ws=1 二 22+y2，3x+zy， 2xy+5}. 


4。 试 证 不 论 1 为 何 种 简单 由 线 ,都 有 路,2x2dx+2yz1d y 
+ (x2+ 2 y22— 1)dz=0, 

5。 求 下 列 爹 微分 的 原 了 蝗 数 #4， 

C1) du- (x 2 ya)dx+ty -2x2)dy+t (2*- 2 xy) dz, 

《2) du= (3 x+ Bxvidx+ (Ox iyt+ 4 ydy, 

6。 证 明 矢 量 扬 gM)y=(2xy+i3)ft+(x:- 42)7 
-4 为 从 所 ,并 计算 此 给 本 分 | ad 其中 是 人 M163， 
— 1， 2 {2 ,1 ,一 1) 的 仁 意 路 径 。 

。 证 月 下 列 - I 并 求 其 势 函 数 ， 


(C1) gl) =xri+- 六 xz， 


《2) CM) = xt r(x 

8。 证 明 拓 量 场 @(M) = 2 xzf1+ 2 y22 fF 1+(x + 2 yg 
~ 1 ) 直 为 有 热 场 ,并 求 其 势 茹 数 。 

9, 已 知 函数 了 适合 5 =0， 日 当 关 二 了 0 时 了 二 0 了 求 子 ， 
使 得 天 量 场 w= { x + 3 vw:z,6xyvz,f yy 具有 势 函数 0， 求 出 
Dd 来 ,再 就 此 v; 曾 有 明 g 不 是 管 形 场 [提示 ;利用 rote = 0 求 站 

10。 证明 =L2+7 了 TEE 为 无 源 场 a-PirQF TRE 
的 无量 势 , 其 中 

U =| QC y,2) ds—)| Rx,y,20)dy 


天 = -| 到 fw yy 


WW =C (为 任意 常数 ) 
并 用 此 公式 求 狼 质 扬 村 = 二 2“ 史 填 Y2 天 的 天 是 势 。 
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T1， 验 证 本 = -- 6xz3E +(3 y? 一 85.) 了 为 清和 场 ,并 求 
共 酝 调和 函数 。 

12。 已 知 矢 量 场 = {+2x-5y,4y— 5%+72, 
一 冲 2 二 7 了 ww} , 验 表 gt 革 汕 为 调和 场 ,车 是 , 求 其 势 消 数 。 

13。 书 知 调和 场 的 流 肖 数 4 = 2 (x 一 1)y， 求 场 笑 妈 呈 
及 捍 隙 数 v。 

14。 设 "= xy 是 一 调和 函数 , 求 它 的 水 思 调 和 闭关 4。 

15。 证 明 矢 量 场 w(M)= (2xTy)f+(C4y+w+.22) 
+《2y 一 6 2) 下 是 调和 场 , 并 求 基 调和 函数 。 

1 


16。 已 知 平面 调和 域 的 势 函 数 = 2 xy+ > y? ~ 了 2 
求 场 的 力 函 数 4 矿 场 矢量 a (M)。 
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第 七 音 ” 正 交 浊 线 坐 标 系 


场 论 中 的 梯度 、 散 度 、 旋 度 以 及 调和 量 V28, 其 概念 都 是 与 
坐标 系 无 关 的 ,它们 各 自 上 共有 完全 确定 的 物理 意义 ,这 反 了 对 了 
它们 指 客 观 性 。 介 在 解决 有 关 的 具体 问题 时 ， 对 这 些 量 的 计 
算 , 则 总 是 在 选取 一 : 定 的 坐标 系 情况 下 进行 徇 。 内 王室 间 直 般 
坐标 系 是 最 锭 用 最 范本 的 坐标 系 , 因 而 在 前 面 几 章 , 我 们 讨论 
并 建立 了 梯度 、 散 度 , 旋 度 等 在 直 前 党 标 系 中 的 计算 方法 与 表 
达 式 。 然 而 ,在 许多 问题 申 , 采 用 直角 坐标 系 并 不 总 是 方便 的 ， 
有 时 会 导致 计算 复杂 化 ,而 应 用 正 交 意 线 坐标 率 , 笠 往 可 以 简 
化 我 们 所 研究 的 问题 。 例 询 ,一 个 球 对 称 的 青 亿 场 , 其 电势 仅 
区 是 一 个 变量 , 即 该 点 至 球 心 下 离 ” 的 男 数 。 如 果 引 人 一 个 
坐标 系 ， 它 的 一 个 举 标 就 是 1 ， 知 再 计 及 从 球 心 指 疝 该 点 
的 方向 ， 因 而 也 就 表征 它 的 场 强 。 这 样 ， 求 梯度 、 散 度 、 旋 
度 等 的 计算 就 简 使 得 多 ， 死 不 必 象 在 直 朋 坐标 系 中 那样 去 求 
三 项 的 微分 。 为 此 ， 这 一 章 我 们 引入 正 交 曲线 坐标 系 ， 并 且 
导出 梯度 、 散 度 、 旋 度 以 及 调和 时 在 往 、 球 坐标 系 中 移 表 达 
式 。 


3$ 7.1 正 交 有 曲线 坐标 系 


一 。 正 交 曲 线 仅 标 酌 概念 
久 下 我 们 引信 一 个 新 的 坐标 系 。 它 与 直角 坐标 系 的 关系 
外 下 式 赤 填 ; 
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dt = G1(X, 2) 
[ec {7-1} 
qa = Ga(X V2) 
这 里 假定 gt gz,gs 都 是 空间 点 的 单 值 通 数 , 且 具 有 连续 一 阶 
侦 导 数 , 于 是 即 可 唯一 地 和 解 出 
多 二 2293279s) 
ee 《7 -2 
2= (0190293) 

我 们 知道 ,空间 一 点 形 对 应 着 一 舌 径 ?, 即 对 应 着 二 个 数 
x、》2， 于 是 由 式 (7-1)， 就 唯一 地 确定 出 三 个 有 序数 gil、gz， 
4s3 反之 , 著 已 知 三 个 有 序数 91、92z、9s， 则 可 从 式 (7-2) 唯 一 
地 确定 四 三 个 数 x、y、z, 从 而 完全 确定 空间 一 点 奢 , 因此、9:、 
gz，94 与 空间 点 之 间 是 一 一 对 应 的 。 

913192、93 称 沟 空间 点 的 曲线 举 称 。 

显然 ,三 个 方程 

GX YE EC (XY) = Ca G(x 2) = 
(其 中 Ci、Cas、Cs 为 常数 ) 分 别 表 示 91、92、9s 的 等 值 曲 商 ， 称 
汶 坐 和 标 曲 面 ,二 于 gi、92、93 是 单 值 雇 数 , 所 以 过 空间 一 点 计 ， 
这 三 旋 上 坐标 曲面 中 各 有 一 个 旦 只 有 一 个 曲面 经 过 该 点 。 

这 三 族人 党 称 午 面 之 间 ， 两 两 相交 成 的 旦 线 ， 称 为 坐标 阔 
线 。 在 由 坐标 曲面 gz(Cxrvy，2》 
= 人 :与 qa(X、》2)=C， 相交 
而 成 的 坐 守 曲线 上 ， 幢 丁 9g2，、 
qs 分 别 保持 为 常数 Cz、Ca， 
只 有 qi 在 改变 ， 因 之 称 此 曲线 
为 音标 曲线 gi。 屋 理 ， 由 

Qa (XY 2) = Cy 
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与 gi(xs ys2) = 
以 及 
91(X,Y2)= O09a(X 2) = Cs 

相交 而 成 的 曲线 ， 顺 次 称 为 华 标 曲线 gz 和 坐标 曲线 ga (图 
7-1)。 由 此 可 见 , 在 每 一 条 坐标 昌 线 上 ,xy,z 只 是 dh,ga、 da 
之 中 一 个 变量 的 函数 ; 而 在 每 一 坐标 曲面 上 ， x ,7>s 只 是 9l， 
92、9: 之 中 两 个 变 时 的 函数 。 比 如 在 坐标 曲 线 q1 上 3 有 
=%(919C2sCs), 即 x 只 是 4 的 函数 ; 而 在 坐标 曲面 gq: = 

上 ,有 %*= XC 1, 92,9:) et 
- -点 好 都 是 三 个 举 标 曲面 或 三 条 坐标 曲线 的 交点 。 

我 们 盆 定 ,在 室 问 任 一 点 形 处 ， 这 些 坐 标 曲 煞 相 互 正 交 ， 
也 就 是 三 坐标 曲线 在 交点 处 的 切线 两 两 牌 直 。 旺 然 , 在 这 种 情 
议 下 ,各 华 标 曲面 也 相互 正 交 , 即 它 们 在 相交 点 处 的 法 线 两 两 
垂直 。 这 样 的 坐标 系 就 称 为 正 交 肝 线 坐 标 系 。 

荔 外 ,我 们 用 elezves 分 别 开 示 各 坐标 曲线 在 点 好 处 的 
单位 切 矢 量 ， 称 为 基本 单位 矢 旺 ， 其 正 向 分 别 指向 曲线 坐标 
q1、92、93 增 加 的 一 合 。 且 假定 6e1 xez =es* 即 各 坐标 曲线 91， 
g2 ;9 构成 右 王 系 (| 图 ?7-1)。 对比 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 和 正 交 曲 
线 坐 标 系 可 以 在 出 ， 虽 然后 者 的 基本 单位 天 量 el ,ez .es 也 是 
筱 此 工交 : 然而，el.e:ves 的 方向 则 瑚 室 间 点 好 的 不 同位 置 
而 改变 ,这 是 曲线 坐标 系 与 普通 直角 音标 系 的 根本 区 列 。 

有 了 基本 单位 天 量 e .B12,25 i, 在 空间 一 点 并 处 的 任 一 
矢量 名 ,就 可 以 表示 为 

=e. +08 十 Cs 各 {7-3» 
其 中 al .as ,0s 依次 是 闫 量 g 在 e1、e:,6@: 方 向 上 的 投影 ，。 

在 王 交 班 线 举 标 系 中 ， 一 般 好 常用 的 是 柱 面 坐标 系 和 球 
面 坐 标 系 。 
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二 、 柱 面 和 全 标 系 

窗 间 一 点 村 ,其 往 面 坐标 是 这 样 的 三 个 数 tp ,pp、2) ,其 中 
Pp 是 点 诸 到 Oz 轴 的 距离 ; 了 P 是 
进 点 村 县 这 Oz 硝 为 界 的 平平 
面 与 xOz 平 面 之 间 的 夹 角 ; 而 
就 是 点 诸 在 直角 和 举 标 (%。y， 
z) 中 的 z 华 标 (图 7-2) 。 容 盟 
看 出 ， 时 点 的 直角 坐标 与 柱 轿 
坐标 【《 除 原点 外 ) 的 对 应 关 系 
为 


X= DCOSP 
y= psing (7-4) 
了 2 开交 
即 有 
( 二 WA ty 
w=arctg 网 《7-5》 
1 


其 中 pb.9.z 的 变化 范围 是 
有 < 让 妇 十 60 0 三 币 所 2 一 co 必 2 雹 十 训 9 
在 柱 丽 蔡 标 系 中 ,三 举 标 曲 而 是 
p= 常数 , 即 以 OQz 轴 为 轴 的 加 和 柱 面 ; 
= 常数 , 即 以 OQz 轴 为 界 的 举 平面 ， 
2#= 当 数 , 印 与 YO3y 平 通 平 行 的 平面 。 
三 举 标 曲线 是 
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pp 曲线, 即 超 点 在 Oz 刘 , 且 与 4YDy 而 平行 的 射线 ; 

3 一线 , 即 图 心 在 OQz 轴 ,日 与 xOy 面 平行 的 圆周 

z 昌 线 , 肥 与 0z 轴 平行 的 直线 。 
如 上 所 述 ,各 坐标 曲线 在 室 间 一 点 时 处 是 正 变 的 。 其 基本 单位 
矢量 记 作 eyev:e,， 分 别 指向 p.9,> 增 加 的 一 创 。 

于 是 ,在 太 点 外 的 任 一 扶 量 @ 许可 表示 为 | 。 

最 一 Ge TGEe + ae2, {7-6) 

其 中 4p ,eos9; 依 次 是 @ 作 eo,Bp,6; 方 向 上 的 投影 。 4 

由 于 窗 间 任何 一 点 (原点 除外 ) 总 是 在 某 一 圆柱 面 .上 上 ， 所 
座 把 (op,w,2) 称 为 柱 面 举 标 ,或 同 柱 坐标 简称 柱 举 穆 ， 


三 、 球 面 坐 标 系 

空间 一 点 李 的 球面 举 
标 ， 是 这 样 的 三 个 数 (r, 9， 
急 ), 其 中 r 是 矿 点 到 原 扎 的 路 
离 ; 8 是 线段 OM 与 Oz 二 
正 疝 之 间 的 严 角 : 9 为 过 点 
计 且 以 Oz 用 为 界 的 半 平 面 : 
与 XOz 面 之 间 的 炎 角 ( 图 7- 
3)。 可 应 看 出 ,4 邓 点 的 直角 
举 标 与 球面 从 标的 对 应 关系 
是 


= rsindcosw 
入 二 站 SITES 的 (7-7) 


2 =rFe0r0 


如 有 


人 
1g = arc cos 一 一 -一 -一 . 
xl i+22 《7-8) 


i 多 
三 Arc 芷 -一 
P=Arc gE 


黄 由 0<src+oo0shsSr0<so< 2r。 
在 球面 半 标 系 中 ,三 尘 标 曲面 是 
?= 常数 ,其 以 原点 为 中 心 的 球面; 
= 常数 , 即 以 Dz 轴 为 办, 顶点 在 原点 O 的 阅 锥 面 ; 
P= 常数 , 即 以 Oz 机 为 界 的 半 平 面 。 
三 坐标 曲线 是 
7r 暑 线 , 斯 以 原点 口 为 起 点 的 射线 ; 
8 和 线 , 即 过 好 点 的 半圆 弧 ; 
?曲线 ， ee 半 国 周 。 


ld 


e,, er, i 出 。 

这 笠 , 在 于 点 外 移 任 -天 最 t 就 可 表示 为 

00, + Oe +ae, 《7 了 -9)》 

其 中 上 .ctoy 依 次 是 不 在 eesver 方 向 上 的 投影 。 

因为 空间 任何 -一 点 (原点 除外 ) 总 是 在 蘑 一 球面 上 、 所 以 
拒 (r,8 ,qm) 称 为 球面 坐标 ,简称 球 举 标 。 

四 、 曲 线 元 索 、 曲 面 元 素 和 体 积 元 素 在 正 交 曲 线 上 坐标 系 
中 的 衷 示 式 

1。 现 考察 一 般 的 正 交 归 线 坐 标 系 。 设 空间 一 点 时 , 其 傣 
径 为 9 到 7-4)。 虽 击 式 (7-2), 有 

= 9:193) 
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=x(g1s dG + y(t 92 90) + 2d91 ,9793)E 
扼 ?为 曲线 坐标 491、92、9: 的 沙 数 。 于 是 


2 3 3 


吉本 3 与 
gi=1,2,3) 在 页 听 处 相 蕊 ， 
而 ei 又 是 坐标 曲线 q, 在 点 到 处 
的 基本 单位 矢量 , 故 有 


OF 
Do = 本,ei 


其 中 及 ,= | | , 划 


dr=Hidoqe + Hdgses + Dadoqses (7-10) 
利用 强 微 分 的 公式 ,可 将 空间 曲线 的 曲线 元 素 di 表 示 尝 
d= +x tdy +d 


由 第 四 章 式 (4-40) ,又 有 
(an? = (ar)? 


则 得 
(CdD:=(Hdo) +{H2d9s): + (Hd os): 
设 dI1、dJ、dls 依 次 为 过 用 点 的 坐标 萌 线 gq,、9;、9s 的 曲 
线 元 素 , 因为 在 坐标 则 线 g1 上 ,只 有 坐标 91 在 变化 , 其 他 两 个 
坐标 gs ,9: 都 保持 不 变 , 即 dq; = dgs =0* 于 是 有 
dil=Hidai 
且 


= OX = 0% = 02 
dx gg. dqisdy da sda dg, dq 
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日 
= 
lf Ox Ya Ow? 全 2 _ 
= (go ) + (FE) + (0 dg (7-11) 
《通常 取 坐 标 曲线 弧 长 增 大 的 方向 与 对 应 的 阳线 学 标 增 大 时 
华 标 曲线 钓 走向 相 一 致 , 这 冬 ，dih 与 dg 就 有 相同 的 正 负 


号 )。 


类 似 迎 ,对 十 坐标 卓 线 9:、9: 分 别 本 


dl = Hdg2 
=- ) (+(e = ) 4 (7:12) 
Oga dg dg, 四 
dla = Hyunds | 
ox ov ff OAs. 
ND 
一 般 地 ,上 坐标 明 线 的 昌 线 元 索 中 以 写成 
好 有 三 万 (17=1,2,3) | (7-14) 


式 子 右边 的 系数 玉生 表示 为 
H,= VE) + 0) + (20) (i=1,2,3) .(7-15) 


下 ,四 向 拉 梅 (Lama) 系 数 ， 中 下 式 可 以 咎 出， 它们 都 是 空间 
点 并 的 学 标的 琢 数 。 
依 此 ,在 正 次 明 线 于 蒜 下 ;空间 曲线 1 的 曲线 失当 天 量 为 
d= Hdge:.+ Hdg@:+ Hidaqe (7-16) 
从 而 ,三 坐标 蝎 血 并 素 为 
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ds,=disdls = HHadgdgs 
ds, = dis- HH.Hsdgdos (77-17 
ds =dildl,= HH2dodoe 
于 是 ,空间 曲面 5 的 卓 面 元 素 笑 量 为 
dS=dS ee, tdSe td res 7-18 
而 空间 区 域 Q 的 体 相 元 过 为 
dr = dl didls 
=H,H,Hydgdoqdg; 《7 了 :9 
综 上 所 述 可 以 看 出 ,在 正 交 曲线 坐标 系 下 ， 所 有 dz.…S、 
dz5 的 表示 式 中 ;都 附 有 相应 坐标 曲线 上 的 近 梅 系数 。 
2。 应 用 以 上 所 得 的 结果 ,以 求 出 柱 蛙 标 系 和 球 坐 株 系 的 
申 线 元 素 . 曲 面 元 案 . 体 积 元 素 以 及 拉 梅 系数 。 
对 于 往 沧 标 系 Cp,q;2) ;由 式 (7-4), 有 


dx ~ Oy _,, az _ 
55 COSP, dp SI 人 。 dp 全 
dx 


全 Oz 
Bp = ~ OS11l9, 党 = peosp, 5s 0 


于 是 ,根据 式 (7-15)， 1 算出 拉 梅 系数 为 
百 ,=1, 百 ,= p,H.=1 (7-20) 
而 点 式 (7-16)、(7-17)、《7-18) 和 (7-19), 得 出 
df= 1 dpspdp,dz } 
入 = i odpds dndz, ndndop!} 《7-21》 
”= padpdgaGz 
对 手球 坐 入 系 (r ,6,8) ,出 式 (7-?), 有 


9x -~ sindcosm, 9 - singsingp, 2 = cosgs 


dr Or Or 
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gx - Oy _ 了 Oz 一 
了 reosgeosg, 3 reosAdsinm, 5 rinds 
Ox _ :i OV _,.: D2 _ 
Go rsinbs ia 3 =rsindcos®, dw 0。 
知 样 ,出 式 (7-15) ,得 拉 梅 系数 为 
H,=1fo-r, Hs,=rsing (7-22) 


及 由 式 (7-16) 一 (7-19) ,得 测 
df= {drrdp,rsinddm 1 
js {1r2sinecaao ,rsinparoo ,rdrdd } {7-23) 
dr =risinNdrdfdo - 


37.2 梯度 、 散 麻 、 旋 度 及 调和 最 
正 交 曲线 坐标 系 中 的 表示 式 


一 、 梯 度 的 表示 式 


由 第 五 童 有 关 方 向 导数 与 梯度 的 讨论 可 知 ， 住 一 数 性 函 
数 4(g, ,92，9a), 其 懂 麻 gradu 在 坐标 曲 线 9xi 1,2,3) 的 单 
位 切 天 晶 ei 方 向 上 的 投影 ， 就 等 于 毅 数 4 沿 这 个 方向 的 方向 


导数 W。 ,而 祖 据 该 章 的 式 (5-9), 这 个 导数 也 等 于 函数 w 对 举 


标 曲 线 g 的 此 线 元 来 的 导数 . 猴 :。 
在 坐标 曲线 g, 上 ,由 于 gz、9s 不 变 , 有 dg92 =d gs = 0 和 于 是 
有 


d= Bad 9 


福 式 (7-14), 有 dl 一 了 1d oi | 
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从 而 有 


同 埋 可 得 


所 以 
1 uu, 1 ou 1 ou 
ga 这 Bg tH d+ Hy oe 
(7-24) 
于 是 ,在 正 交 曲线 坐标 系 中 ,哈密 顿 人 竹子 9 的 表示 式 为 


-ea 1 9 ee 0 je 1 .9 (7 
Ye 再” do, 十 息 : 1H, dg, 十 用 3 HE, 69, (7-25) 


对 于 柱 华 标 (p ,8 ;2); 由 式 (7-20) 和 {7?-24) ,得 
= Oe + dg + 9 (7-26) 


对 于 球 举 标 (r ,9 ,8) ,由 式 (7-22) 和 《7-24); 得 
1 ou 1 Oo 


Ou 
radu= ~e@, 十 - - -eT — —— <- 
BY grer yy 00® rsin# dw 


二 、 牙 度 的 表示 式 


和 拓 量 未 的 散 度 
， __ 。 sas 
di 蚂 三 oim, ~ 


共 中 六 是 于 曲面 所 也 副 的 
体积 ， 可 取 由 Se+dc， 4, 
+aczsas+cdds 所 协 成 的 闭 曲 
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面 $, 于 是 作成 一 无 穷 小 的 曲面 平行 六 身体 (图 7-5)。 

为 了 计算 和 天 量 场 # 罕 出 3 人 外侧 的 通 最 ， 可 先 分 别 算 出 g 穿 
过 两 丰 对 的 平行 曲面 的 通 量 。 此 平行 六 面体 的 一 面 MM 
出 7 和 4 出 式 (7-17), 其 面积 为 果 ; 及 sd 4.d94。 因 为 闭 曲 六 的 
法 线 分 量 千 于 一 G1( 这 里 G4; 表示 舌 量 证 e;. 上 风 投 影 ) ,于 是 穿 
过 攻 而 上 的 通 量 为 - oH Ndadge 与 材 诈 ;M TM 4 相对 
的 一 面 是 1M ,Ms Ms。 这 个 面 所 不 同 的 只 是 其 上 4 的 坐标 
值 为 9; +dzgi* 和 而 其 他 各 坐标 在 此 面 上 的 值 完 全 相同 , 那么 穿 
过 MM,MsM 这 个 面 的 通 量 就 是 


[aH,H, 十 Cd, | seaae 
于 是 ， 穿 过 前 后 相 难 的 两 平行 曲面 MT 与 MM ,- 
46 林 的 前 昌 等 于 
Cs dgidesdg 
类 们 地, 穿 过 左右 相对 的 两 晶 击 朵 Me 与 Mi 
Ms 的 通 量 徐 于 


La gg dg dg, 


穿 过 上 下 相对 的 两 曲面 守 M MMs 与 必用 ,MM 和 M1 的 
通 量 等 于 
TT d qd gd gs 


以 上 三 式 相 可 ,得 总 通 景 


人 cas 加 [3 + ota, HsHi) 


和 1 dgs 


32 生 


A dgd od gq 


因 开 ,和 氛 量 耸 在 点 条 处 的 收 订 为 


vm Fon) ,oo Hs Hi) 
ia HE, | da, og, 
| {7-28) 
a 国 
对 于 粒 举 款 (p: 和 yz 用 式 (7-20) 和 (7-28) ,得 
1 -1 (ogs) ] Oy A - _ 
diva po 5 “万 dw dz (7-20> 
对 于 球 坐 标 (r fp) 用 式 (7-22) 和 (7-28), 得 
,1T 073), 1 akeesir9) 
diva rr dr - rsing a0 
| 1 Os 2 
reirfd de (7-50> 


我 们 知道 , 旋 度 矢 星 ret 站 % 方 向 的 投影 , 等 十 东 属 如 不 
该 方 商 的 环 旺 面 窗 应 ， " 


依 此 ,如 果 令 和 =e@; ,e;,e:， 就 分 别 得 到 rota 在 华 标 遇 线 41，、 
gi、9s 方 向 上 的 投影 。 按 昭 旋 度 的 定 闵 和 性 半 ， 取 一 胆 售 5S; > 
其 边界 曲线 惠 抽 开机 :用 ;与 本 相连 成 (图 7-5)。 
且 假 定 线 积 分 的 取 商 正 洛 着 村 -时 -zi->M4 一 他 这 个 
方向 ,而 所 较 昌 面 5, 的 面积 汶 dSi = 右 ; 太 ,dqsdqs，, 用 其 法 
矢 昌 与 e, 同 商 。 
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如 有 


dl =a,di, =a Hdo, 
Hd 


MH) 


| H 
~ "dl= | osH, + ge td lag, 


出 者 财 了 
河 理 ,有 
re ‘=adi, =aafdgqa 
和 
= dlas Hs) yy, py 
d= [osHs+ OS dg Jag 
于 是 


$ ed = 一 + 一、 +| 一 +| 一 
时 时 3 时 了 贡生 时 | 村 了 有 了 NNT | 


-| t+, -| -| 
— dtasHs) _ 9(asH.,) 
| Qgq; dgs jeaas 


杞 该 曲面 面积 玉 , 态 ,dq.dgqs 除 之 , 即 得 
1 | 0a Ho) _ Glos Ha)]| 
HH, 0q, dgqs 


《这 里 用 ret 如 表示 rote 在 坐标 曲线 g 方向 上 的 投影) 类 似 地 ， 


rotig= 


一 1 da 只 ) do(0s Hs) 
rot,a= Fp-| Ep do | 
-1 do Hi)_ d(H.,) 
rotsa 万 万- | EP | 
所 以 
一 1 dns Hs) te 五 ;) 
rota HHs gr og je 


oo | das Ht 
fH os jg91 J er 
Hs, 90 ~ do. 1 
或 
! 性 1  - 喉 ， 吃 : _ 
| 1 HH, fiHfi, 
rota= ， 日 0 8. : (7-32) 
. 0g) 如 人 Ogs 


1a8: qfN, dH, | 
对 ] 柱 坐标 (pygp 2) ,由 式 (7-20) 和 (7-32) ,得 


_11 39 . Ser | [22 - Se | 
rotea = | or jz le la: dope 
3 [93(pap)_ oop _ 


对 于 球 举 标 (r ,9.#), 店 式 (7-22) 和 (7-32) ,得 - 


1 人 《Si 人 yo 一 1 
rote = | a 0; je 


| 
二 [ar ar a 


rl sing dw Or 1 
Qtras) _ 9a, . _ 
+ | Se, 7734) 


中、 调和 斤 的 表示 式 

调和 量 Y un 人 uv= div gradu, 邻 gradu = ， 则 由 工 
(7-24) 和 《7-28)， 印 可 得 出 油 和 鼠 在 正 交 曲 线 华 标 下 的 表示 
式 ， 


-ui 1 9 /HH du 
Any 百 - 广 再; | | H, da, ) 
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+ ou ) 
位 2 HH, OU, 
a%( - 3 )| 7-35) 
对 于 往 坐 标 (p ,gw ;2) ;由 式 (7-20) 与 (7-35), 得 
An=viu= 二 [如 Cp 闯 )+w( 广 训 ) 
+ 5(e 号 (7-38) 


对 于 球 坐 标 (r ,8,8) ,由 式 (7-22) 与 (7-35), 得 
三 一 ] 1 0 Tm 
Mu= Vi#= 2sing | sine Dr Ge + (en4 询 ) 


对 
+ -二 4 | (7-37) 


sing odo° 
五 、 计 算 举 例 
1。 已 知 数 性 函数 
utr sb ,gp) =(ar? + 六 jsin2gcosg 
求 gradu。 


解 ”在 球面 坐标 系 中 ,由 式 (7-27) 


gradu = 人 er + 1 ou I du 


r 00 © rsing 9 
以 4=(ar? + 一)sin29cosg 代 入 , 邯 得 


ep 


gradu = (2ar 一 Fineosert? (ar + 二) 


COsS20cospea 一 2 【art+o— 二 jcosgsinpe 
2， 已 知 数 性 阔 数 
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后 2 
(COs 32) = -Teosom 
u( pp sz (2 jj 9 

求 {( 1) a=gradu;(C 2) dive。 
解 (1) 在 柱 面 党 标 系 中 ,由 式 (7-26) 
Qu 1 du Ou 
dp po dp Oz 


bp €: 
Bly = Cz 一 1)ocosy 代 入 ,得 


Eradu = 


pF ab? 
fAdt 一 | 一 1 jeose 一 一 一 - cosple 


> b2 | 
， +1)cospe, — 经 -1]singe, 


(7-38) 


中 
| 
了 


《2 ) 在 往 面 坐标 条 中 ,由 式 (7-29) 
b | -ge + ae + O00 | (7-39) 


div 妖 = 让 dp d% 全 了 
- 
因 可 = 名 fada = grad [全 = 一 1)jpeosp: 则 由 式 (7-38) ;得 
En 二 一 (SS 十 1jcese . 
b 


U 
代入 式 (7-39), 同 得 


. | 2 b? 
Give 一 站 区 9705 (+ 1jeose 
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3，。 谨 # = rfcost+sing) 基 由 * 为 变 点 籽 划 固定 点 口 的 本 
离 ,而 OM 与 回 定 方向 Oz 构 成 角度 86。 求 4 的 梯度 ,以 及 在 曲 剖 4 
= 常数 上 ,0 = 至 时 任 一 点 处 的 单位 法 矢量 ， 
解 ” 接 题 意 ,r 和 51] 作 为 雪 面 坐标 中 前 头 两 个 华 标 ,由 式 
(7-27) 
_ du 1 du 1 9u 
rsing dF 
= {Cos + singie. + (coso — sing) er 


因为 这 矢量 的 模 是 V2 , 则 gradz 方 商 的 单位 矢量 为 


里 


Ti (cosbtsing)ert />(cos0— sing)es 
因而 在 曲面 * = 常数 上 ;86= -时 , 任 一 点 处 单位 法 矢量 邯 为 
LIL_ 71 “3 je， 


je+ (于 -2 


= 却 7 人 1 十 v3 1e, +177 sl 3 En 
a 证 明 柱 面 泽 称 (p ,PP ,2) 是 正 交 的 。 
证 ”在 柱 面 堂 称 系 中 , 任 一 点 肛 的 位 置 舌 量 为 
人 xf+yF+ak= PCDSsgE 二 sinam 庆 二 = 天 
_ . oF qi Or, 
上 华 标 曲线 op ,jp， = 的 切 向 天 景 分别 由 >， dm’ -32 给 出 ,其 中 
dr 


a = cospyi +singF 
SE = psinglt peoswj 人 = 天 


于 是 沿 这 些 方向 的 基本 单位 笑 虹 为 
ar/dp cosgt tsingy 


入 | 二 息 , 二- 一 一 ee. 二 + 51 
jp Veos:g + sin:q Pitsingy 
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ofj/ap __-psingt + pcosps_ 


@2 一 er pm Vpisinigtpicos:y 
= —sinpf +cosps 


_ OF/02 - 
E36 四 有 /az 


则 有 
ee 一 《COSG +sinp 7) — sinmt + cosm fF)=0 
Bie = (cosmt + sinm F(R)=0 
ee = (— singi teosm es): (Kk)=0 
赦 @iiei、es 相 互 垂直 ,因而 坐标 系 是 正 交 的 。 
5。 已 知 撩 量 场 
HD PDF) = 万 CDOS pet psinger 


求 ToOt。 
解 ”在 往 出 坐标 系 中 ,由 式 47-33) 
- [1 9c: 9av Oa, _ Oa, 
rota = | 9 3 je + [3 5 |e: 


上 | 020- co |e. 


pl ap 6g 


已 所 a, 一 Deos 人 Ge = psi ,0 = 0 ,代入 上 式 :有 即 得 
rotg = 0:@8,+ O08y + [2psinm +2pc0sms1ingje. 
=25Sin9(1+cospm)e: 
5。 已 知 数量 场 
utrs0 Pm) = 2rsing + r :cosm 
求 调和 量 Aa。 
和 解 ” 齐 球 击 坐 标 系 中 ,出 式 (7-37) 


~- 1 ; 9 2 Gu Qf. du 
A 人 tt 二 Pising |sing dr” 32) + (sing 3 
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Wu = 2rsing + 的 清二 汉 ;EH 


二-- ei 5 |s ing- oar sing tar cosp), 


1 
+ Sind2reost) 一 .- 5 CDOS 中 | 
= -| arsin2g + Or singdcosp + 2reos20 
rsing 
-| = 445sing i + 2c0520 _ cosp 
Si 让 r “039 ysing Sinif 
7。 设 天 量 场 
__ .. 
如 人 


问 @ 的 势 消 数 是 否 存 在 ? 老 存 在 , 求 出 势 函 数 。 
解 ” 应 用 球面 坐标 (r ,0,9p) ,由 式 (7-34) 


‘~ 1 [focCsingag) _ Oo 
rota = r3ing 0 | er 
1 1 如 如 全 [Po 
Fl W]e 
Girae _ Ou | 
+ | 3 36 ee 
由 于 
1 1 
释 一 (rertOet+ QBe) = 一 7 
容易 算 型 rote =0, 让 为 有 势 场 ， 
于 是 
ou, Ll GT 1 ou 
-gradus ore Yr Ore rsing Ope 
县 有 
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Ou, 0, -0 (7-40) 
起 中 第 一 个 方程 的 解 为 
= 二 + / (08,0) C7-41) 
其 中 (8,g) 是 待定 的 任意 可 微 函 数 。 将 上 式 对 6 求 导 ， 划 由 式 
《7-40) 中 的 第 二 个 方程 可 知 ， 看 98 = 0, 积 分 得 


f=g(9) 
式 中 gp) 为 待定 的 任意 可 微 旺 数 , 以 了 代入 式 (7-41)， 有 
4= 小 9(9) (7-42) 
青 将 上 式 对 # 求 导 , 由 式 (7-40) 吊 的 第 三 个 方程 知 ， 有 
dg 
Gop 
于 是 
g=C 
这 里 忆 是 任意 滑 数 ,将 9=C 代 入 式 (7- 得 
二 
Fa 
所 以 势 函 类 为 : 
已 三 一 到 三 一 + I 


可 野 
1。 已 知 数 景 场 4-r(cos9-sin0) ,其 中 rf ,0 为 球面 从 称 . 试 
求 (1) Eradu,( 2) 曲 而 # = 常数 上 剑 一 点 寻 , 当 8=a(a 直 0) 
竺 的 单位 法 矢量 。 
2。 设 #=r25 其 市 * 是 变 点 时 到 固定 点 品 的 距离 ， 求 4 的 榜 
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jo 


求 div@。 
4。 设 舌 量 场 
= C0Sm OSIinm Cs } 
环 明 碌 是 无 源 场 。( 其 中 ppyz 是 柱 面 尝 标 》 
5。 已 知 方程 
Es 
y= Psing 
忆 一 己 
确定 了 直角 坐标 到 柱 面 学 标 的 变 扒 ， 试 销 定 出 柱 面 坐 标 到 直 
角 学 标的 变换 。 

6。 给 定数 量 场 4=rftecosg+sinb) ,其 中 ,9 为 球面 坐标 ， 
计算 调和 星 Aw。 

7。 讨 算 diva ,其 中 类 明 通 过 球面 华 村 = { eosg+sing， 
cosf -sing ,0 } 表 出 。 

8。 设 数量 场 x = 六 op)， 其 中 心 为 空间 一 所 好 到 某 一 辕 定 
直线 的 距离 ,是 又 满嘴 &u = 0。 试 求 4 的 一 般 有 形式 s[ 提 示 , 将 固 
定 直 钱 选 作 必 > 轴 3 

9。 试 决定 "的 什 ,使 得 rr 是 一 无 源 场 ,这 里 ?为 舌 和 从 ,而 r 
是 + 的 模 ，。 

10。 证 明 rot(9gradp) = ~ 二 gradz ,其 中 pv9,z 为 往 面 
坐标。 

11。 已 知 舌 量 场 @ = 一 CoSTe,+ NSiNnmEep Tt 2C0S7B,.» 
其 中 pp;2 为 柱 面 坐标 ,证明 当 g = 0 时 ,rotg =0。 
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432。 设 有 数量 场 g = Ar)， 这 里 r 是 室 癌 一 变 点 好 到 固定 
点 的 距离 ,并 二 有 入 w=0。 试 求 4 的 一 般 形 式 。 [提示 ;应 用 球 
到 坐标 公式 ] 

13。 对 于 以 球面 学 标 给 出 的 矢 策 场 

= {~—2Crsindeosm, — Crcosgecosp ,Crsinp} 
(其 中 C 为 常数 ), 问 势 汀 数 是 否 存 在 ?车 存在 , 求 出 来 。 

14。 设 鹤 间 一 点 屠 , 它 的 柱 面 坐标 为 导 tp,p,2), 球 而 上 坐 
标 为 MCr,0,8)。( 1 ) 在 这 两 种 坐标 系 中 分 别 写 出 舌 径 = 0 及 
的 表示 式 ;( 2 ) 证 明 , 在 这 两 种 毕 标 系 中 ,f 的 散 度 部 等 于 3。 
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附录 V 算 子 
Y( 谈 作 <*Nablaw ,或 <dels ) 算 子 又 叫做 哈密 顿 算 子 , 它 的 
作用 在 于 简化 运算 手续 ,在 场 论 中 有 着 广泛 的 应 用 。 
一 、V 等 子 的 运算 性 质 
我 们 在 第 五 章 引 用 过 险 密 顿 秆 子 
人 六 "0 ,0 


Vo ar /dy ®t 
它 的 适 算 规则 是 
一 9 :0 ， 0 
Ve 


和 国 器 咯 
vxa=(i Ott SF) x Caltap+ok) 


RE Yy 
-( 串 -各 有 (等 -总 

G9, _ Gez ) 

Ox oY 
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i 7 无 | 
=|.9 9 3 
Oz 


x fH, 他 > 


银 此 ,应 用 V 算 予 ， 就 可 将 场 论 中 的 梯度 、 散 度 尹 | 旋 度 使 次 内 
示 为 

Erada = Vi 3s 

divea = Yo 

DTtE 一 史 和 本 

(这 里 假定 数 狂 通 数 4 相 拓 性 函数 gg 的 分 恒 0;:、0y,、90: 其 有 
一 阶 或 二 阶 连续 偏 了 导数 ,) 

1。 根据 ¥ 算 子 的 定义 ， 它 包含 所 性 与 微分 的 双重 人 性 质 ， 
并 日 是 一 阶 微 分 算 子 。 直 8V 的 运算 规则 表明 , 它 可 作用 于 数 性 
光 数 ,站 可 和 作用 于 矢 性 函数 ,其 而 能 的 作 币 方式 仅 有 以 下 的 二 
种 

ViHs Vs VV Xe 
其 中 V4 表示 VY 作用 于 #, 即 天 量 与 数量 的 乘积 ,上 得 一 条 是;V: 储 
表示 了 作用 于 tf, 即 扶 量 与 天 量 的 点 可 ,得 一 数量 ;VY x 表示 VYV 
作用 于 冲 , 即 矢量 与 矢 党 的 叉 积 ,得 一 舌 量 。 由 此 可 见 ，VY 象 一 
般 的 笑 虹 那样 ,可 以 作 点 霓 、 科 乘 的 运算 。 另 一 方面 , 它 的 分 量 
又 是 微分 算 符 避 :，39,，-， 当 这 些 分 最 与 矢量 的 分 量 ( 或 
数 竹 函 数 ) 相 习 时 ,就 表示 它 对 此 分 时 作 微分 运算 ,因此 ,党 密 
顿 算 子 Y 是 一 个 矢 性 乓 分 算 子 。 

Hi 以 上 的 讨论 可 以 看 出 ,在 *T* 之 后 必 为 数 性 函数 , 而 在 
“yy 与 <“Y x” 之 后 只 能 是 矢 性 函数 。 因 再 其 他 的 组 全 形式。 
比如 9 ,V4 或 WV Xz 等 ,也 就 毫 无 音义 。 
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2。 事 实 上 ，YVY 只 是 -个 运算 符号 ， 它 本 身 并 没有 具体 的 
意义 ,只 有 与 它 后 面 的 数 壬 国 数 或 矢 性 函数 相 结合 , 才 其 奉 确 
定 的 意义 ,才能 作为 矢量 来 施行 运算 。 并 运算 过 程 中 ,人 们 约 - 
是，Y 对 它 后 面 ( 即 右 边 ) 的 阔 数 要 起 作用 ， 而 对 它 前 面 ( 即 左 - 
边 ) 的 函数 不 起 作用 。 由 此 可 以 站 出,，Y:@ 与 "VY 是 完全 不 同 
的 .显然 ， 

vra=(i a + + 人) aitag tak) 


Ga + Oa, + 9a， 
ax Oy T dz 
后 
VvV= (a ta py +o.k): (i +i + 0 
=a, 9 +o 9 9 (*) 


Ha +a, ©- 

dx dv “Oz 

{为 了 使 用 上 的 方便 ,也 定义 (* ) 这 种 形式 的 算 子 。) 
3。 我 们 知道 ,两 天 量 的 标 积 是 满足 交接 律 的 。 但 是 ,在 应 


用 V 算 子 进行 运算 时 , 郁 不 能 任意 交换 两 相 科 因子 的 顺序 。 例 
如 式 {* ) 巾 的 :VV 只 能 表示 为 
他 x* 一 -- 十 总 9 


Ox soy Or dg 
如 果 将 它 改 写 为 .C0 + 和 a,+ 0-a,, 这 就 错 了 ,因为 


+ 


VV 
4， 前 面 我 们 还 引入 过 男 一 种 算 子 , 即 拉 普 拉 斯 算 子 
a2 D2 全 2 
入 = 交 = 十 一 -地 十 


dx Ovi Ada? 

《 读 作 “Laplacian” ,或 “del 平 方 ?) ,容易 寻 出 ,这 是 -一 个 二 阶 
的 数 性 微分 算 子 , 让 如 前 面 所 指出 的 , 拉 普 拉 斯 算 子 可 以 作用 
于 数 性 通 数 ,也 可 作用 于 医 福 函数 。 
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二 、V 算 子 的 基本 公式 


为 了 便于 查阅, 更 将 算 子 Y 在 场 论 中 的 一 些 常 用 公式 列 
出 .其 中 与 g 为 数 性 图 数 ,有 与 玉 为 多 性 函数 , 并 且 满 足下 列 各 


式 成 立时 所 需要 的 条 件 。 
Cl) VC =Cv 《CC 为 带 数 ) 
C2) VOoa) =CVe (CC 为 常数 ) 
{3) TxX(Ca)=Cvxa 《为 常数 ) 
《出 VuUe) = Wt Yu 
(858) Vgath=VvVa+tv6b 
6) VxX{Aath)=vVxatvxe 
(7) VR)=Vur 玉 (四 为 常 关 ) 
(C8) Vx(ERK)=VuXxkE (以为 常 愉 ) 
(C9) Vuv) = uyV+ uvVH 
C0) VY (im) =uYr@ + a* Yu 
(11) VxXta})=uV Xa +t Vuxe 
(C12) Viarb} =ax(v x tia vib+rBxyv oat+ 
‘(Byv}a 
03) Vilgw B=b (Vxa)-e'(y x 6) 
Ca vaxpy=tBV a (a.v ib +atv.b)— 
机 (六 让) 
《15) VVau)y= Yu= Au 
《16 YXCVH)=0 
C17) Vr{V x oa)=0 
C18) VXVXAa=YVV ) Ag 
(19) Vr= 工 
r 
20) :二 3 


$39 


C2]) WF 一 
(02) VI) 二 了 到 下 


23) Vir) 一 -4 


(24) YXxErOr)z3=0 

(25) 了 xf ) = (re0) 

对 于 以 上 公式 , 亦 要 说 明 的 是 ， 

(1) 开头 的 八 个 公式 是 最 茶 本 的 公式 , 可 以 根据 V 算 子 
的 运算 规则 直接 排 导 出 来 , 币 且 利用 这 思 个 公式 ,就 可 推 证 出 
其 后 的 一 厨 公式。 

《2 ) 公式 中 的 (15) 一 (18) 属 于 二 阶 微分 运算 ,其 他 的 公 
式 属 于 一 和 阶 微分 运算 。 公 式 (15) 右 端的 入 4 是 调和 重 ; 公式 
《16)、{17) 分 别 开 示 “梯度 场 无 旋 ” 与 * 旋 度 场 无 源 "。 

《C39 公式 (19) 一 (21) 是 关于 点 的 天 径 f 的 基本 公式 。 其 
中 r = x+ 了 + 2 下.r = jr| 。 向 最 后 的 几 个 式 予 则 是 有 关 复 
会 闸 数 的 公式 。 


三 、 计 算 举 例 

1。 证 明 Y (si) = 二 VD + iVu 

证 这 是 对 两 个 数 性 户 数 之 积 求 杭 导数 的 运算 。 大 多元 
锯 数 仿 微 分 靳 中 , 求 偏 导 数 的 靳 则 是 ;每 次 只 对 其 中 一 个 头子 
求 偏 导 数 , 而 把 另 一 个 因子 站 作 常 次。 哈密 顿 算 地 

v= 到 7 + 起- 六 

实际 上 是 王 个 数 性 笋 分 千 于 过 + 9 全 的 线 注 组 合 让 ;i } 
章 服 有 失当 机 的 微分 法 则 的 。 央 和 ,作为 这 些 数 性 微分 算 子 的 线 
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性 组 全 的 Y ,在 其 微分 性 质 中 ， 帕 然 世 服从 缚 积 的 微分 法 则 。 
于 是 根据 Y 算 子 的 微分 性 质 ,并 按照 乘积 的 微分 法 则 , 即 有 

VD = Yuc0) + Vivc) 
其 中 me 和 vc 表示 在 运算 中 它们 暂时 被 看 作 常 数 , 政 可 提 到 V 的 
前 面 去 ,得 到 

Vuco) FT VIHNDIc)} = HcVU + Dov 
现在 sc ,ve 都 已 在 算 子 Y 的 前 面 , 和 而 由 VY 的 运算 法 则 可 知 , 这 时 
VY 对 它 不 起 作用 , 故 可 去 掉 下 标 C ,这 样 卫 每 册 

Vu = 人 


为 了 仿 王 更 翌 ,对 妥 下 四 的 迫 呈 来 过 
Ya) = (tf + 这 + 
- 3 Ou0) ，E DCUD》 
= E 52 
OH OU 
(nroge)ir (ud ro) 
+ (ue to IE 


=u( Si f+ Sk) 
+o( 9+ 中 f+ S28) 
=uVC FOV 
2。 证 有 明 Y (gx8)=B'{V xq) 一 好 (YY x5) 
证 ”根据 乘积 的 拆 分 法 则 ,以 总 算 于 Y 的 微分 性 质 , 有 让 
Vaxb)=V(0. Bb) +v:iax 8.) 
再 根据 V 的 矢 斌 性 质 ， 上 式 右 疯 两 项 部 可 填 作 工 尔 量 的 混合 
积 ,于 是 可 许 腊 天 量 代数 中 的 混合 向 俱 式 
euxb) = (bx)= -oa(exb) 


(ox) 
根据 一 :和 最 ( 糙 着 作 C) 混合 积 中 位 置 的 轮换 性 ,将 式 中 
右 闪 两 项 的 阁 ; 英 都 轮换 到 8 Vy 的 1 洁面, 忆 时 使 得 变 兴 虽 都 留 在 V 
汐 后 面 。 基 得 
多 (各 光一 于) 
-gv XD)+th-:v x ea) 
-Vv xa dav wb) 
3。 证 明 V x(qgx56=(B ve- vbraltyv .68) 
—- BV:a) 
证 由 VY 的 微分 性 质 ,应 用 彝 积 的 微分 法 则 ,有 
Vxtax6b) =V x oq- xb)+V x (a x be) 
再 根据 六 的 矢量 性 质 ， 就 可 将 右 映 两 坊 都 看 作 二 和 天 明 的 二 重 
拓 积 。 于 是 利用 矢量 代数 中 的 二 囊括 积 公 式 
extaxe)=-atd ec be a=ac 一 (人 
cx{aux)=a5 cy-Bbc oth ca bce a) 
分 别 变换 世 中 右 靖 的 癌 殉 (将 妆 凋 帮 e) ,. 则 有 
Vxtoa x =0 (vp)- a :vb 
=atv 6 — (Vb 
Vx 8)=B Va-b\ oa) 
= Ve bYV'e) 
斯 以 得 
VxaxBb)= Bb Va (arv biatv6) — bv-a) 
以 上 两 例 分 别 应 出 了 三 矢量 的 温 侣 积 会 式 与 二 重 天 积 会 
式 , 可 以 看 出 ,在 应 用 这 些 公式 时 ，. 一 定 划 设法 将 其 中 的 常 天 
移 到 Y 的 前 面 , 而 使 变 天 留 谨 V 的 后 而 。 
和 二。 证 明 有 X (VV XxX) =Y(V 本 ) Ag。 
证 这 是 7 的 二 阶 微分 运算。 根据 三 天 量 的 二 午 拓 各 公 
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式 
bxiexa=etbe) be) =eb'a)- 《再 "本 
于 是 得 (将 前 后 匡 个 于 分 别 厦 作 如 机 e) : 
VXC(V Xo) = VY) -VV a 


=VVa) -Ag 
、 JAY 
§, 证 月 VY* (=)=0. 
、 _ 0? .0 
证 VY?=WY*Y= 上 = Da 二 一 一 下 st B22 -一 go 内 于 


计 ( 汪 =- 训 (Tn727)=“ 广 
于 (二 =- 言 , 问 ( 姑 =- 癌 


(= (ea = 站 (前 


1 3x: 
本 ”3 rs 
or (=) 访 2 
入 (二 = -十 + 二 
所 以 
v* (7 -er (+) + Bs (= 六 2 


=0 
£。 设 竺 污 如 均 为 调和 场 , 证 朋 

(a vb = SEV lab) -VX (xb)) 
证 因为 
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Varb}=ax tv xB +t toav brbx(v xd) 

+ (bv)a . 

VX{toxb)= (BV a (ovVIb tatVvb) 一 下 (YY 要) 
根据 题 谈 ,有 


则 以 于 两 式 成 为 
Va 6b) =(a:vV B+ bv a 


Vxtaxe)= bv)a- (oa:V Ee 
由 此 有 

双全) -Vx (ox) -2(0V)b 
所 以 

(oa Vb = SCV-b) -Vx(toxB))] 


习 是 


证 明 V*(- 二 ) =0。 其 中 fr =zi+yj+zksr= jr 。 


ra 


二 


2。 车 ee 为 有 势 场 , 证 明 (e ,yy 天 = 六 Y(G?)。 [提示 , 在 


区 (各 而 ;中 ， 念 如 一 看] 

3。 证 明 Y Xe 全 ) =yV X 轨 十 WEX 召 。 

4。 证 明 WYr" = 272 下。 

5。 证 明 V (86) =@x(VxB)toav bt+tbx (vx 
0 + (VV), [提示 ;应 用 二 重 天 积 公 式 。3 

6。 证 朋 (g*:V)4 = 本 Vi 

7。 证 朋 V 2 "=n(n 二 +r ?2 

8。 证 明 A(wU) = yAr tvAn+2Vu* VU, 
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1. 


6. 


习题 管 案 
第 一 章 


$1.1 3 题 


{1) (2) (5 16) 78) 是 标量 8 
《3 (47 900 是 矢量 。 
两 六 设 有 # 没有 。 
{1 合理: 《2 ) 不 合 刍 (83) 售 理 } 4) 不 合理 。 
三 组 : 三 组 。 

到 该 起 点 为 球 心 半径 为 荆 的 球面 5 及 该 起 点 为 珊 心 半径 为 芋 的 古 
局 。 

共 线 。 

一 了 

‘ 1 ) 14B| 二 ‘CH, + 之 ) 二 天 位 下 同一 直 反 上 上 ， 
不 一 定 半 而。 

> > 到 
AB=- 5m, BC= NCN)= 3p, 

—» 3 —» 
DE = mar = 一 5 .4= 一 bps 


$1.2 可 题 
la+b =13 la-b:=13 
一 一 一 一 3 ~ -3 
AB=OB- OA=b-zaBC=O0 -OF-c-b; 
=- 一 > 二 一 -3 —¥ 
下 站 = 站 站 中 = 和 
一 一 入 一 一 和 一 =” 产 -YY > 一 和 一 
人 = 4 下- 有 = 站 一 总 
关 丰 -hb。 


[二 | 一 b! 重 一 
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7 了 7， (1)a8 上 bi 【中 Ja h 共 钱 ;, 同 向 1 3 2a.b 共 线 , 反 问 ; 且 |al = 上 b| : 
(4) 泪 吗 , 反 向 ){ 5)a.b 歼 第 为 樟 骨 ;{ 6)&,b 光 弟 尖 钝 角 ， 
pe 一 > 一 :- i i = 
,OF=ODN+DF=Od+0F+DF -a+btcs 
-3 一 > 一 一 加 一 一 六 
CD=CF -FD=CE +OT+FDN=a+b- er 
一 > 一 人 一 > 一 一 3 — 
A = AB BOG= AO0+ AN- BG= 一 及 二 日 上 Ci 
-* 一 也 一 一 汪 一 s 一 = 
BHB=EC+OB= EC+EF+CGB= .athb-e, 
2, IFI[= IPl: |1TI= 2 |P,, 
1]4。 《1) 船 速 8x 1083 米 /小 时 ,方向 与 权 流 方向 成 937"{ 偏 于涛 
(2 ) 解 速 11.66x 103 玉 /小 时 ,方向 为 92231%( 偏 下 游 )。 
17。 口 P- 考 (a tb 和 +c), 
-学 一 一 > 一 > 一 盖 一 = 
。 了 BC- 各 O04= 和 圭 ' MN = MB+ POFON-4a-bh; 
一 > —» -> -Pr 
AC= AVQ+OB+ BO : -要 a + b, 
20。 克 商 西 司 北 58?247 
风速 共 公 里 /小 时 。 


$1.3 习 题 


共 钱 ,指向 相同 。 

， 横 为 1, 方 向 指 阿 等 角 线 方向 。 
《 工 ) 波 线头 31 37a.1b, 

» latbl=v37, la~bl =w13。 
X=38- 4b，¥ = 一 2a 十 3b。 
10, 1 


Ce en te ff 
mn 中 站 


$1.4 习 题 


一 加 
。 站 有 -= 二 ah 
共 而 a -b= -tb-c) {et-a), 
ey ~ 二 一 > 


和 有 取 
四 时 
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一 一 一 
OB= 22+b OC=28+2h; OD=ar2b, 


-= 9 = 13/12, 


一 和 
的 7 多 


as2C 一 di b=3c—2d, ， 
la 于 9， jb 到 和 必 有 下 = 站 = 0 
共 面 。 
以 ， 
Cmi= ny, NH Na, MI- Fy, (2 al . nm = 
第 二 可 
$2,1 当 题 


(1 ) 不 一 定 ; (3) 促 当 几 个 所 基 与 两 轴 所 在 平面 丝 平 行 时 可 以 青 
定 ， 补 则 不 一 十! 《3 ) 一 证。 
(1 } 仪 当 两 医 量 与 轴 平 行 时 可 以 肯定 《3) 仪 当 两 和 拓 基 与 两 加 所 
在 平面 平行 时 可 以 青 定 5 ( 8 ) 肯 定 。 
《| ) 访 (2)- 二 下 (3 ) 
4| =3, 即 b 的 模 为 a 的 8 信 8 入 为 杀 , 方 向 相反 、 
133 7 15, 
于 
了 
到 - 字 一 
AB)I= csings (BCOM= ~ gsinyy (AC) = 0, 
= 2p + 5309。 
a=2r+s- 3t。 
区 4， 3 一 工 。 


三 全 互相 稚 直 的 基本 单位 天 量 ; 不 是 ， 
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【1 ) 共 鳃 | (2) 趟 共 强 。 

C1).x 轴 (于 //yoz 耐 ); (2) 1 2 轴 《3) 7 辆 《和 7z 辆 。 
(2,—1); (3.,1), 

(1)1， 表 ,村 ,- 理 (2)1 一 音 , 向 , 曲 ! ( 3)9; 于 -重重 。 
f=5: cosa= 间 ,co0sB2= 重 . 

垦 二 一 下 一 4 二 28。 

(1p= {1,8,5}; (2)q= {16,0,—23}3 

(C8) = 13%+241 dv,5Ai+24- VU A+ -30}. 

省 二 = 一 1 

C1)lal=3, Ib|l = v38, [cl =3; (2)a=3a",b=v 38b", 


C=3c" 


f| =3 8 
If| vs 15 15 . 四 二 
wu“ 号 FE3 
0,0, -1 或 一， ,0 
1 ,1 
10”5” 


二, ,人 ff - 诡 }. 
V3 V8’ v8 v8 -J -Ts 
BD= v iS (8)0 -1{10,- 坝 }。 
= 字 碟 这， 刀 二 1 一 上 jj 二 名 区 或 a=i—j-w 3#*, 
§ 2.3 村 题 


(一 2 一 人 (一 6)5 (6,— 4); (6,6), 
{1103,5); C2)(—5,0) 

=x +2 .Y= -4 

{1)w= 寺 x’ 一 3.y + = + 和 7 


1 1 ， 1 
(2)x = tT EY Y= -Fox + EY 
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{3)x= -XY 
(17xrs OD Y= 2 
MM Me 
(3Jxrn 要 (vv 吾 -3) = 机 (933 一 1)， 
(C1)x’ = 2 3, yi'= 3 各， | 
N | sse : - . 
(C9)x!== 千 (+5V 名 jy'= 禹 (V8 一 84+ - 
(1)x’= -2 By = v2, 
Pp ba Ie 
(3yxr- 雪 (3-v 溃 = 二 (83+l)。 
6， x=. 梨 x7 -入 yy= 要 x+ 是? 。 
了 7。 1%- x $s,J=» +1, 立 = 一 2 
(SIMIeX’ = 39" =I,2 =1， Masx’ = -497=0oz 一 5 


X= "C00 Y'sing= 5 
y=x'sing+t w/cosh= $y: 一 各 Y= 


y= 一 等 %' 4 二 生 人 
禹 x'-- 硅 y + 等 
4。 区 "二 rat (1l+v dy 十 号 一 Rs 


9, 


= 要 x+ 要 3 和 


第 三 记 
$3.] 于 是 


1, {1-6 2 GC BG 4 )0:( 5 O37 (7 7)13s 【8 一 了 3 


tO)—61, 
2。 (805) 06)07) 正 邢 ;(1) (3)04) 8) 《81 不 正确 


不 过 , 著 ab 共 线 , 则 (4 生 1, (8 ) 成 立 。 
昌 |] 最 | 一 ib! 。 


如 4 人 


4， 一 习 。 
5。 一 5。 

11。 和 = arcco0s 志 Rs38。7 。 

12, (1d (2)0/ 2: (3)AMia,bys L108"19's (4) -2 
33。 WW=HN-m cosF ,s> = 时 。 


ld, zl (UG 2)*:= 402, 


- /8 24 108. 
15, X= | 计 17” 17 上 


17， 到 = 500R ms 


1 总 。 X={ 一 下 2 一 4 上 
一 i 名 和 4 
19。 是 =w 14 cosa= Tc03 甩 二 wT YY- ve 


§ 3.2 ?3 题 


1。 《1 ) 示 示 以 两 失 晤 为 分 边 的 平行 四 边 形 罚 积 ; 2) 不对。 
3。 1) 不 是 : (2 02 | b*, 
3。 垂直 ab 的 单位 失 司 。 
4 (C1)2Ck-i)s (2)2(bxe): (3)3(bxa) (C4)2pxm+anxe. 
5。 C1)di—5i+aky {oi+5)—3k: 《37561 一 了 0 十 42KY 
《4 ) 一 j 一 KK。 
6。 访 = 坦 [28 +Be 二 CD) 十 二 2 六 2 二 十 让 本 2 让 
了。 (C1) (2)27, 
9. 号 。 
10。 《1)1 引 一 38j+16k (3 -361-38j- 1T4k。 

1 
v35 
13。 Clr= 一 个 二 -Sky C27lry = 9.43;: lrel =11.36 

lr| =7.875 《8)a=43?"1675 8=08°30; Y=55°15’8 


12。 十 【- +3j35K) 。 
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【4)-65i 一 4 二 3d4K。 
15。 《TI A=0°, B=00" AC=30", 

Ca) TAB = Via, AG! = v0, (BC) = sw 二 
16. CDI =2, 

3$3.3 习 题 

1， 17- 人 -一 24K (372 (8142.1,21}, 
3。 (Cloartexbys Co}dutYx Wy, 
4 Cl)j-iy (C2)k-i, 
7。 FF =20, 
3, = 全 
9。 《1 ) 共 后 ; 《2 ) 共 而 。 
10。 当量 bic 。 
11， VY=i18 =3, 
12。 “ 配 2 湛 线 。 
14。 都 党 于 37。 


第 章 
可 般 
1。 (1 ) 直 线 ,y 一 b= 这 和 (5 一 0 (2) 搜 物 线 ,y=2%2 寺 1 
(3 ) 精 加 ,区 1 
YE 
(和) 芭 散 线 ,一 1 
db 
EE (1)42. bxe)ta. 名 xe) ra (bx 名 ) 


可 员 db 
(2 x (bxe)+ax (i xe ) 十 旭光 (sx 全 47 =- )。 
T= {240050 — ocosod)l + (2asing — usin2g)}j 
4 Cl){2,6,10}3 (2)2 B35 【8) 0 一 I2 0 (4) 


35 志 


10, 


11, 


了 6。 


(2}{05in20,— sin20}}; (38){(2c0s2A— sin2h)e2*, 0, 


。 . 一 1] 1 
2{8in2h + singdA}e2}; (4) | Ti Tis | 
dr _ 。 。 加 ar | 
1 一 ”一 一 三 t 二 号 二 - 三 i 
{1 oy or ei Bsin3tj + Geos3iks a Ji2 ei 


1gcos3tj— 18singtk。 (2) | = VE Jal = 3b 
4 2xsinvdxr + xicosydy ,22c0s yd a 2sin yd y, 
ydxt2xydy}, 


gtx — oat) ct obtt vy — bi) + 9cl 2 2 — ci3}= 0, 
CBs jeost+1ltsinty (Sri3sinl— sticost)i 
— (fCoOst + B25inf)] + tSt int ~ llicost ~ sint ks 


(BITOUES+ 2t + Bt 


3 
一 加 
(1 ) 赎 线 全 言 - -3 法 平 尚 2xs129s24391s 的 


1 心 2 
~ 二 =] 
a c 
{2) pb i Cs 
Y= 瑟 


CHF I=y 一 l= + 


1 1 1 
C11 -DS ( - B727 ): 


0a = (xy -di yerl— ycosw}|j +2xcosyk; 


Dx 

人 D 有 有 2 - . 4 ， 

Oy = (2 Jirtxerst— sinx/j— x 3sinyk, 

G2 a ， , 

dra= (dy 12% Ji+ vierrt vsin x )j + 2cosyK,; 

A ar] x2cos vk’: Oa = dwi+t (wm yerY+ery- coosx)l 
Py: ”OxoYy 


1417 。 
1¢. 


-2xsinyky 3 一 业 Cw erty ery — COSN) -2x8inykK 


$= 工 USK 
303。 


第 五 党 


$5.1 习 题 


【 工 ) 分 布 区 域 txOy% 平 而 整个 区 域 ; 等 莹 面 ,x 了 Yso4 (3) 除 去 
平 而 ax + by +c2+4= 0 以 新 的 全 部 空间 区 城 等 第 面 为 


i “cox +6yteztd -如 -=0; (3) 泽 村 并 


ox + hy+iecet+d 


是 2 2 的 点 所 组 成 的 空间 部 分) 扬 航 和 葡 仿 面 为 - 
2 sintc ,是 巴 点 在 誉 标 原点 的 一 族 固 惧 面 。 
上 

2= Ca, 

Y= Cx, 
fi, :CC 
和 二 22x, 

= 

X22 y2= C1, 
{2 {a 


14, 
ww 二， 


23z | 多， 区 多 下 32 
v8 vB vB “ 


C1) (20-2,4,…2}3 2 Ee 


叶 5 字 


12, 


L 。 1 .. ， 
COSA+ eosps (lt+h, (C20- aiths 


1 加 4 ，， 。 。  。 
《3) 卫 了 (于 有 或 人 3 本 


败 示 温度 在 从 五 竺 驻 的 方 癌 上 单位 叱 离 的 平均 变化 率 : 
Ay _ dn _ Ou dx .Ou dy ,On ， dz 


1, 


Au 
矶 了 


二 一 -一 一 -一 一 一 


(2) lm ss ~ ds Gx ds Gy ds dz ds 


< 表示 在 书 点 按 PQ 方 向 上 温度 对 下 珊 的 变化 率 ， 也 时 做 z 的 广 


何 导 数 。 

一 13i- 人 一 16k。 

-TI £7,~—58}, 

一 雪 1T 章 | 十 可 多 。 
等 第 线 陈 w= 0 时 为 二 直线 外 ,其 宗 交 者 是 以 OQx 轴 为 实 轴 的 等 轴 驱 
曲线 ;在 点 虹 1 好 5 处 的 梯度 为 gradul wi=2i 一 v2j， 

gradu| wz = 3 一 ww ?1 其 图 形 都 符合 所 问 之 惠 洋 。 

( 芋 ) 在 OQO(0,0,0) 与 好 (1,1 1 处 粳 度 的 模 依次 是 7 与 3 58 方 
向 余 纺 依次 为 ，- 二 2 ， -与 As， 0 (2 ) 梯 度 为 0 之 


每 
不是 一 2,1，1)。 


10 
号 ” 
r 
-se 
党 一 2 了 十 本 _ 22-5 
X22y—2= 8 “Ts 
$5.3 习 题 
中 = 354。 


中 = 过 aa 
小 = dape。 
(1 ) 咎 = 人 【3) 册 =Q (C8) 中 e= G1+ qe 

【《 3 { 2 )2。 

r 

diva = 0, 六 无 汰 场 。 > 
《 工 )8 (a6 {Hi2, 

2,-1,.—2, 

{ Bx dv zs dx v2 xy ta} 2xyE {ya3+x22+ 
XE), 

(1)Fars (2 )9avr (3]mrt-2avr。 

divH 0 (rf 夺 0。 

Dw yd 


f= 2+Ca (CC 3 为 任 包 常数)。 


$5.4 习 题 
C1 2rRt,( 2 )2r Rt, 
22b1, 
( 1 ) 环 重 为 零 , 无 旋 : (3 ) 环 是 不 为 霍 ,有 有 旋 。 
272362, 
rota far= 一 一 入 | 二 ,TOtna | y= 查 。 
2 go 


Tota= 3j+ 外 ,在 (1, -1 1)。 

C1 03)0,08}0, 

(2x + 2)j, 
C17 Citi+k), (CS) -2 2i+xj+t yk), 
(CSI2C(y ~ i+tta- wir (Cx ykY, 
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工 2。 
13, 


14. 
15, 


th bs 


jz2. 


1， 


dtxw2— 4)) +t aw 2 
(1 )-， Prfryerxe] (32 0。 


(10 2)-2{c,b,.0}, 
(C1irota= {—3y,—2,-2x—-1}， 
{Brotairvr= {vd 3s-$}, 
( 83) 最 大 值 沟 |fota) ,i = 15 


Vico%— icosy tO 

N= Xt yz+ xet, 

(1 rotai= 人 0 有 扫 场 ， 一 xYz 2)rotassn0 不 是 有 势 王 。 

{1 j= 和 考 x 上， 

CR IN= x SN 

8 

C1)- 六 XY 二 局 ，(22) 才 41727- 要 .2 wy+ 人 人 

一 

= 3XY2 二 一生 = 一 二 区 322 

b= C2 a3) -ly yy j++ CK, 

下 

基调 和 场 ? v= 一 x 一 -2y2+5xXY 332 一 了 2。 
=2t% = 7+ 2 二 
2 

HH= + a+ 一 

ux yy tO X27 .xr yj 


第 七 章 


C1)icosd— sing, - sind -cos0,0}, 
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一 一 


， COSA -Si — SINF ~ COSM.0}, 


1 
| - -一 
F (2) 7s 
2, 2r。 
3, diva=D (re0), 


1 
| 5。 A= 2 


1 
8, 和 
ring 
| - 
7. — 1 
rsirg 


入。 v= =Onp+ OL, 
8. r= -3, 


Tr 
本 

ps 

bs 

和 


u= 六 Er) = - ti 1, 


13, Cr?siildcosw, 
EE 一 


村 至 标 :OM = Pap+ zB 开标 :1 一 C1 = Bs 


P| 
hw 
时 


a 
. 
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